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A Patricia. / A Ana Zoraida. 


A los que van quedando en el camino, 
Compañeros de ayer, 

De hoy y de siempre. 
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INTRODUCCION 


El libro que os ofrecemos, no es un libro auto contenido, sino un instrumento 
de complementación, para la práctica indispensable en el tópico relativo a las 
integrales indefinidas. En este contexto, el buen uso que se haga del mismo 
llevará a hacer una realidad, el sabio principio que unifica la teoría con la práctica. 

El trabajo compartido de los autores de “801 ejercicios resueltos” es una 
experiencia que esperamos sea positiva, en el espíritu universitario de la 
activación de las contrapartes, en todo caso será el usuario quien de su veredicto 
al respecto, ya sea por medio del consejo oportuno, la crítica constructiva o la 
observación fraterna, por lo cual desde ya agradecemos todo comentario al 
respecto. 

Nos es grato hacer un reconocimiento a la cooperación prestada por los 
estudiantes de UNET: Jhonny Bonilla y Ornar Umaña. 
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INSTRUCCIONES 


Para un adecuado uso de este problemario, nos permitimos recomendar lo 
siguiente: 

a) Estudie la teoría pertinente en forma previa. 

b) Ejercite la técnica de aprehender con los casos resueltos. 

c) Trate de resolver sin ayuda, los ejercicios propuestos. 

d) En caso de discrepancia consulte la solución respectiva. 

e) En caso de mantener la discrepancia, recurre a la consulta de algún 
profesor. 

f) Al final, hay una cantidad grande de ejercicios sin especificar técnica 
alguna. Proceda en forma en forma análoga. 

g) El no poder hacer un ejercicio, no es razón para frustrarse. Adelante 
y éxito. 
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ABREVIATURAS DE USO FRECUENTE 


e : 

Base de logaritmos neperianos. 

tr ¡ : 

Logaritmo natural o neperiano. 

tog : 

Logaritmo vulgar o de briggs. 

sen : 

Seno. 

ares en : 

Arco seno. 

eos : 

Coseno. 

are eos : 

Arco coseno. 

are co s : 

Arco coseno. 

rg : 

Tangente. 

ave tg : 

Arco tangente. 

co rg 

Cotangente. 

are co tg 

Arco cotangente. 

sec : 

Secante. 

are sec : 

Arco secante. 

eos ec : 

Cosecante. 

are sec : 

Arco cosecante. 

exp : 

Exponencial. 

dx : 

Diferencial de x. 

x : 

Valor absoluto de x. 

m.c.m: 

Mínimo común múltiplo. 


IDENTIFICACIONES USUALES 

sen" x = (senx)" sen 1 x = arcsenx 

ÍTj n x-{irjx) n log n x-{logx) n 

togx = tog |x| 


IDENTIDADES ALGEBRAICAS 


1. Sean a, b: bases; m, n números naturales. 


a m a 

n Q m+n 

0 a m y=a mn 

a m 

_ m—n , r\ 

0 ab) n = a"b n 

a n ' 

= a ,o^0 

n 

a /n =4cr =(Va) m 

vbj 

1 b n 


J_ a°=Xa*0 

a n 


7 



2. Sean a, b ,c: bases; m, n números naturales 

(a + b) ¿ = a 2 + 2 ab + b 2 (a±bf = a 3 ±3a 2 b + 3ab 2 +b 3 

(a±b) 4 =a 4 ±4a 3 b + 6a 2 b 2 ±4ab 3 +b 4 a 2 -b 2 =(a + b)(a-b) 

a 2n - b 2n = (o n + b n )(a n - b n ) a 3 ± b 3 = (o ± b)(a 2 + ab±b 2 ) 

(o + £> + c) 2 = a 2 + b 2 + c 2 + 2(ab + ac + be) 


3. Sean b, n, x, y, z: números naturales 


eog(xyz) = íog b x + íog b y + f,og b z 
íog b x n = ndog b x 

£og b 1 = 0 


{ x \ 

iog b - - tog b x- iog b y 

\y) 

tog b 4x=-tog b x 

n 

íog b b = 1 


l r¡e = 1 ír¡ exp x = x =x 

i r¡e x = x e' nx = x 

exp (Ir/x) = x 


IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS 


1. 


1 

n 1 

sen = 

COS0 = 

eos ecd 

s ecd 


rgd = 

eos 0 

rgd = 

co rgd 

sen 2 0 + cos 2 9 = 1 

l + rg 2 0 = sec 2 0 

l+corg 2 # = eos ec 2 d 

eos 0 eos ecd = co r gd 

eos dr gd = s en d 


2. 

(a) 

s e n (a + /3)= sen a eos ¡3 + eos asen^ 

a , 11- coser 
s e n — = ±, 

2 V 2 

sen2er = 2sencr eos a 

2 l-cos2 a 

sen a = 

2 

sen(cr-/?) = sena eos/? -eos asen ¡3 
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(b) 

cos(or + P) = eos or eos fi -señasen fi 


a 1+ coser 
eos— = ± 

2 V 2 


2 l + cos2or 

eos a = 


cos(or - P) = eos acosj3 + senasenj3 


eos 2 or = eos a-seir or=l-2sen"or = 2 eos" or-1 


(c) 

rg(a + j3) = 


rga + rgj3 
1-rgargP 


rgla = 


2 1- eos 2a 

rg~a = 

1 + eos 2a 


rg{a-p) = 


2 rga 
1 -rg 2 a 

rga-rgp 


1+ rgargfí 


rg =±. 

2 Vl + cosor 1 + cosor señor 


(d) 

cosorsen P = — [sen(or + /?)-sen(or -/ 

sen orcos / 3 = — [sen(or + /?) + sen(or -/?)] 

eos or eos p = ^ [cos(or + P) + cos(or - /?)] 

señasen P = -^[cos(or + /?)-cos(or- 

a+P a-P 

senor + senp = 2 sen eos 

2 2 

or + /? or-/? 

sena-sen P = 2 eos sen 

2 2 

n r-j a + P a~P 

cosor + cos P = 2cos — eos — 

2 2 

o t « + /? a~P 

eos or- eos P = -2sen -sen — 

2 2 

(e) 

ares e n(s e n x) = x 

are cos(cos x) = x 

are rg(rgx) = x 

arccorg(corgx) = x 

are sec(sec x) = x 

are co sec(co sec x) = x 
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FORMULAS FUNDAMENTALES 


Diferenciales 

1. -du = —dx 

u 

2 . -d(au ) = adu 

3. -d(u + v) = du + dv 

4. -d(u n ) = nu n ^du 


5 .-d(irju) = — 
u 

6 . -d(e") = e u du 

7. -d(o u ) = a u ír¡adu 


8. -d(senu) = eos udu 

9. -d(cosu) = - sen udu 

10 . - d(rgu) = sec 2 udu 

11 . - d (co rgu ) = - cosec 2 udu 

12. -d(secu) = securgudu 

13. - d (co sec u) = - co sec u co rgudu 

14. -d(arcsenu) = — 

15. - d (are eos u) = , 


16. -d(arcrgu) = 

17. -d(arcco rgu) 

18. - d(arcsecu) = 


du 

1 + u 2 
-du 


1 + u 2 
du 



19.- d(arc cosec u) 


-du 

uyju 2 -1 


Integrales 

1. - Jdu = u + c 

2. -^ adu = aj du 

3. - J (du + dv) = J du + J dv 


n+l 

4.- í u n du = — — + c(n + -1) 
J n+l 


5.- í— = trj\u\ + c 

J u 

6 .-je u du 
7.-ja u du 


= e + c 
a u 


- + c 


tr¡a 

8. - J eos udu =senu + c 

9. - Js en udu =-cosu + c 

10. - J sec 2 udu = rgu + c 

11 . - J cosec 2 udu = - co rgu + c 

12 . - J sec urgudu = secu + c 

13. - J co sec u co rgudu = - co sec u + c 
du 


14- í 


Vl-u z 


15.-J 

16- J 


du 


= ares e n u + c 


= - are eos u + c 


1 + u" 


= are rgu + c 


17- J 

18 - f 


- = - are co rgu + c 
1 + u" 


du 


I 9 - í 


uVu 2 -1 

-du 

u\lu 2 -1 


are secu + c;u > 0 
-are secu + c;u < 0 
-are co secu + c;u > 
are co sec u + c; u < 


0 

0 
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OTRAS INTEGRALES INMEDIATAS 


l.-j r gudu - 
3.- Jsec udu 


= < 


£r¡\secu\ + c 
-£^|cosu| + c 

£r/\secu + rgu\ + c 


ir¡ 


rgu 


( u n ^ 

v2 + 4y 


+ c 


5.- J s e n budu = eos ñu + c 
7,-jrghudu = £r/\cosñu\ + c 
9.- Jsec/judu = are r gh(s en hu) + c 


ii-í- 


2.- Jco r gudu = £r/\senu\ + c 

4.- jcosecudu = ^|cosecu -corgu\ + c 

6.- J eos ñudu =senhu + c 

8.- Jco t ghudu = £r/\senñu\ + c 

10 -'í cosechudu = -arcco rgh(coshu) + c 


f du 

ares e n — + c 

12.- f ~£tj 


a 

u + ju 2 ±a 2 

i 

c 

1 

A 

u 

- ares en — + c 

-Ju 2 ±a 2 ■ 


+ c 


1S.-J 


15 -í 


du 


2 2 

u~ +a 


■ = < 


a 

1 u 

— are rg — + c 

a a 

1 u 

— are co rg — + c 

a a 


du 


i =—trj 

u^a 2 ±u 2 a 


a + 


\¡a 2 ±u ¿ 


+ c 


14-| 


16.-J 


du 1 
u 2 -a 2 2a 


= —£r¡ 


u-a 


u + a 


+ c 


du 


u\[u 


■ = < 


2 -a 2 


1 u 

— are eos — + c 

a a 

1 u 

— aresee — + c 

a a 


17.- yju 2 ±a 2 du = — yju 2 ±a 2 ± — ir¡ u + \lu 2 ±a ¿ 
2 2 


+ c 


18. - í Vo 2 -u 2 du = —\¡a 2 -u 2 + — aresen — + c 

•> 2 2 a 

„ _ r au , , e au (a s e n bu - b co - ■ ' 

19. - e““sen budu = — 

J a +b 

e au ( a eos bu + bsenbu) 


+ c 


20.- Je™ eos budu = 


a 2 +b 2 


- + c 


Realmente, algunas de estas integrales no son estrictamente inmediatas; tal como 
se verá mas adelante y donde se desarrollan varias de ellas. 
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CAPITULO 1 


INTEGRALES ELEMENTALES 

El Propósito de este capitulo, antes de conocer y practicar las técnicas 
propiamente tales; es familiarizarse con aquellas integrales para las cuales basta 
una transformación algebraica elemental. 


EJERCICIOS DESARROLLADOS 


/TJX* 


xdx 


X 

= — + c 


Fórmula utilizada: J x n dx - 


Fórmula utilizada: del ejercicio anterior. 


1.1.- Encontrar: J< 

Solución.- Se sabe que: e e,,x¿ =x 2 
Por lo tanto: J e'^xdx = J x 2 xdx = J x 3 dx 

x 4 

Respuesta: íe" 7X xdx = — + c, 

J 4 

1.2 .- Encontrar: |3a 7 x 6 dx 

Solución. - 

J 3 a 7 x 6 dx = 3a 7 J x 6 dx = 3 a 7 ^- + c 

Respuesta: J 3 o 7 x 6 dx = 3 a 7 ^- + c 

1.3. - Encontrar: J (3x 2 + 2x + l)dx 

Solución. - 

J (3x 2 +2x + l)dx = J (3x 2 + 2x + l)dx = J 3x 2 dx + J 2 xdx + J dx 

X 3 X 2 

= 3j x 2 dx + 2 J xdx + Jdx = /4-^- + ^-^- + x + c = x 3 + x 2 +x + c 

Respuesta: J (3x 2 + 2x +l)dx = x 3 + x 2 + x + c 

1.4. - Encontrar: J x(x + a)(x + b)dx 
Solución. - 

J x(x + o)(x + b)dx = J x|^x 2 + (a + b)x + objdx = J[x 3 +(a + b)x 2 + abxjdx 
= J x 3 dx + J (a + b)x 2 dx + J abxdx = J x 3 dx + (a + ¿>)J x 2 dx + obj xdx 


,17+1 


n + 1 


-,n ^ -1 


4 3 2 

X U X 

= — + (a + b ) — + ab — + c 
4 3 2 
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x 4 ( a + b)x 3 abx 2 


■ + ■ 


+ c 


Respuesta: Jx(x + a)(x + b)dx = — + ^ 

1.5.- Encontrar: J (a + bx 3 ) 2 dx 

Solución. - 

J (a + bx 3 ) 2 dx = J ( a 2 + 2 abx 3 + b 2 x 6 )dx = J a 2 dx + J 2 abx 3 dx + J frx 6 dx 


= a 2 j dx + 2abj x 3 dx + b 2 j x 6 dx = a 2 x + 2ab^- + b 2 ~ + c 

__ x r, , , 2 abx 4 b 2 x 7 

Respuesta: J (a + bx ) dx = a x + — + — — + c 

1.6.- Encontrar: J ^2 pxdx 

Solución. - 


+ c 


i 

J sj2 pxdx = J y¡2 ~px 2 dx = y¡2pj x^dx = ^2p - 


Respuesta: J ^2 pxdx = 

1.7. -Encontrar: 

J ^ 

Solución.- 

-1 „ -1+n 

— +1 

dx 


■ + c = 


2j2px 


- + c 




+ 1 


x n nx n 

- + c = — + c = + c 

-1 + n n-1 


-1+n 


_ ^ r dx nx n 

Respuesta: — ¡= = + c 

n-1 

1-n 


1.8.- Encontrar: J(nx) n dx 

Solución.- 

1-n 1-n 1-n 1- „ _ 

| (nx) n dx = jn n x n dx = n n jx n dx = n n jx n dx 


1-n 1-n 


1-n U 


1-M 


1 


1-n n 1-n n 1-n i 1-n „ i 1-n+n 1 

— X n W X — » — +1 " - 

= - n n — hc = n n — + c = n n nx +c = n " x +c = n n x n +c = n /n x /n + c 


= = n 




-- 1+1 


n 


n 


1-n 


Respuesta: J (nx) n dx = yfñx + c 

1.9.- Encontrar: J(a^ -x^) 3 dx 

Solución. - 

J(a^ - x^) 3 dx = jT(a ;/j ) _ ^( 0 ^) x^+3a ; ^x^) _ ( x ^) 


dx 
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= J (a 2 - 3a./ 3 x^ 3 + 3a/ 3 x^ 3 - x 2 )dx = J a 2 dx - J 3 a^x^dx + J 3 a^x^dx - J x 2 dx 

% 7 A 3 

= a 2 j dx - 3a ^ j x Ja - 3 a j x^dx- J x 2 dx = a 2 x- 3 + +- + 3 o^ ^y- — + c 

Á Á 3 

2 9 <+x^ 9 <+x^ x 3 

= a x h + c 

5 7 3 


4/ 5/ „ 2/ 7/ 


Respuesta: 1(0^ -x^) 3 dx = a 2 x — 

1.10.- Encontrar: J(Vx+l)(x-Vx+l)dx 


g a /3 X /3 9 q73 X /3 x 

+ + c 


7 3 


Solución. - 


| (Vx +l)(x- Vx +l)dx = (xV^-(^ff + yr + / - ¿fx +l)dx 

% t % 

= | (xVx +l)dx = J (x+ +l)dx = J (x 3 - +l)dx = J x /J/ -dx + | dx = yy + x + c = — ^— + x + c 

Á 5 

. 2x% 

Respuesta: J(Vx +l)(x- V* +1 )dx = h x + c 


1.11.- Encontrar: J 


(x + l)(x - 2 )dx 


Solución. - 


(x 2 +l)(x 2 - 2 )dx r (x 4 -x 2 - 2 )dx r x 


Udx-fyx-Udx 

► v/3 » » v 4 3 


J x°/ 3 dx - J x/'dx - 2 J x /dx 


ío 1 4 . -2 1 

— +1 — +1 — + 1 13/ 7/ ]/ 

X 3 X 3 X 3 x /3 x /3 x /3 

/3 fjv = 1 = 1 L. C 

10 4 -2 13 7 V 

y +1 3 +1 y +1 y 7 

a/x 33 " V*^ „X 4 V* ~X 2 ^[x , 


= 3 ^— - 3 — -- 6 x^ + c = + c = 3^-—^--3^-—--6y[x + c 

13 7 13 7 13 7 


Respuesta: J 


(x 2 +l)(x 2 - 2 )dx f 3 x 4 3 x 2 

W ” U _ T 


-6 \ /x+c 


1.12.- Encontrar:J 


(x m -x n ) 2 


Solución.- 

f (x m -x ") 2 


(x 2m - 2 x m x" +x 2n ) c (x 2m - 2 x m x" +x 2n ) 


2 m '-*771/1 . 2 n> 


= j (x 2m - 1/2 - 2 x m+n_1/2 + x 2n - 1/2 )dx = 

4/71+1 2m+2n+l 4n+l 


2m-l/2+l 2 x m+n+1/2 X 2n+1/2 

2 m - 1/2 + 1 rn + n + l /2 + 2 n + l/ 2 +C 

4m+l 2m+2n+l 4n+l 


x 2 _ 2 x 2 x 2 _ 2 x 2 _ 4 x 2 2 x 2 

4 m + l 2 m + 2 n + l 4 n + l 4 m + l 2 m + 2 n+l 4 n+l 
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2x 2m y[x 4x m+n \fx 2x 2n y[x 

1 b C 

4m + l 2m + 2n + l 4n + l 


Respuesta: f - — ' dx = 4* 

J Vx 

1.13.- Encontrar: 

» .//TV' 


(x m -x n ) 2 /-f 2x 4x m+n 2x 

" dx = Vx H + c 

Vx l4m + l 2m + 2n + l 4n+l, 


Solución. - 


r(Vo-Vx) 4 , r q 2 — 4q\[qx + 6xa — 4xVox + x 2 , 
7= — dx = 7= dx 


r^L dx _ í- 60 ^*- íí^dx+ f — -—^d> 

J (ax) X J J (ax) X J ^ J (ox) x 

J a 2 a ~^x~^ 2 dx - j 4adx + j 6aa~' /2 xx~^ 2 dx- j 4xdx + J a ^x 2 x“^dx 
. a K j x“^dx-4a| dx + 6cV 2 J x _ dx-4j xdx + a ^ J x^ 2 dx 


vX~^ +1 yX^ +1 X 1+1 _yX^ +1 

= a /2 — : 4ax + 6a /2 — 4— — + a 22 ^ — + c 

:2+i i+i 1+1 2+i 

2 2 2 


K % 2 % 

3/ X /2 „ y X /2 , X _y X /2 

,22 4ax + 6a /j A *- n 22 


-4 — +0 22 — z h c 


= 2a 22 x^ 2 -4ax + 4a^x^ -2x 2 + 2a — he 

5 

Respuesta: f V^ )_ ( j x _ 2 a /^ x > 2 -4ax + 4a /¿2 x i/l -2x 2 + ^ x + c 
J -'" v 5vxa 


1.14.- Encontrar: J 


x -10 


Solución. - 


„ r — , r ax rdx l.x-o 

Sea: a = Vio , Luego: — = — - = — ír¡ +c 

J v 2 _1 n J y 2 -n 2 ln y 4- n 


J x -10 J x -a 2a |x + a| 

1 . X-VlO Vio x-y/w 

= T=r.n -j= + c = tr¡ = +c 

2V10 X + V10 20 X + V10 

_ . r dx Vio . X - Vi 0 

Respuesta: — = i r¡ = + c 

^ x 2 -10 20 x + VÍO 

1.15.- Encontrar: f^- 

J x 2 + 7 

Solución.- Sea: a=V7 , Luego: f f X = f dx =— arcrg — + c 

J x" + 7 J x“ +a a a 


15 




X X 

= ares e n — ¡= + c = ares e n — ~¡= + c 
V8 2V2 


Respuesta: J 


dx V2x 

, = ares e n + c 

/S^ 7 4 


1.18.- Encontrar: J 


x 2 +9 


Solución. - 


La expresión:— — actúa como constante, luego: 

x +9 


-Puesta://;,, 


i y 

y + c = -f - — + c 

+ 9 x 2 +9 


Respuesta: J 

x -r 9 

1.19.- Encontrar:J 


: + x -V2-x“ 


Solución. - 
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Sea: a = J 2, Luego: J 


dx 




2 2 

a -x 


dx x 

= ares en — lr¡ 
a 


= ares e n — = -ír¡ 

V2 


x + 


V(V2) 


2 + x 2 


J Va 2 + x 2 

X y, 

+ c = ares e n — ¡= - i t¡ 

V2 


x + \fa ¿ + x 2 


+ c 




x+ \/2 + x" 


+ c 


Respuesta: J 


V2 + x 2 -42 — : 

\¡A-x a 


- dx = ares e n — = -tr¡ 

V2 


■Vi 


x + Vz + x 


+ c 


1.20. - Encontrar: J r g 2 xdx 

Solución. - 

| rg 2 xdx = J (sec 2 x-l)dx = J sec 2 xdx- J dx = rgx-x + c 
Respuesta: J rg 2 xdx = rgx-x + c 

1.21. - Encontrar: J co rg 2 xdx 

Solución. - 

J co rg 2 xdx = J (cosec 2 x-l)dx = J eos ec 2 xdx- j dx = - co rgx-x + c 
Respuesta: J co rg 2 xdx = - co rgx-x + c 

1.22. - Encontrar: J dx 

Solución.- 


r =r 

J 9 V 2 4- A j 


dx 


2x“ +4 

1 r dx 11 


í- 


2x 2 +4 J 2 (x 2 + 2) 2 J x 2 +2 2^2 %/2 


x V 2 V2x 

are rg—¡= + c = — arcrg + c 


Respuesta: J 

1.23.- Encontrar: J 

Solución. - 


dx V 2 V2x 


, are rg 

2x 2 +4 4 2 

dx 


■ + c 


Ix -8 


f _ 

r dx _ 

r_ 

dx 

.-If- 

'A 

1 

co 

1 

1 

00 I fv 

1 

CN 

W 

7 

V-Wf )\ 

- 7 I[ 


dx 


1 1 

72(Vf) 


¿77 


■VF 


x + 


+ c = - 


14 


V5 


£77 


■VF 


x + 


+ c = T=lr¡ 


14^8 


V7x-V8 


V7x + V8 


+ c 


4^/l4 


£77 


V7x-2V2 


V7x + 2V2 


Vl4 . 

+ C = ^77 


56 


V7x-2V2 


V7x + 2V2 


+ c 


Respuesta: J 


dx Vl4 


7x 2 -8 56 


ir¡ 


V7x-2V2 


V7x + 2V2 


+ c 


1.24.- Encontrar: J 


x“dx 
x 2 +3 
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Solución. - 

x 2 dx 




dx 


x 2 +3 


x 2 +3 


x 2 +3 


x 2 +(V 3) 2 


= x-3-j=arc rg-^ + c = = x -V¡3 are rg 


V3a 


V3 "73 


x 2 dx 
x 2 +3 


- + c 


Respuesta: J 

1.25.- Encontrar: J 

Solución.- 

hrb-J 


= x- 


■ V3 are rg 


V¡3x 


- + c 


dx 


V 7 + 8 x 2 
dx 


= -r=lrj 


V 7 + 8 x 2 J ^( x / 8 x) 2 +(V 7) 2 V 8 


V8x + V7 + 8x 2 


+ c 


Respuesta: f- ¡ =^= = — 

J VAAA 4 

1.26.- Encontrar: | dx 


ir¡ 


\¡ 8 x+\j 7 + 8 x 2 


+ c 


Solución.- 

hrb-J 


V 7 - 5 x 2 

dx 


V 7-5X 2 J ^/(V 7) 2 -(V 5 x ) 2 Vs 

Respuesta: J 


1 V5 

=— ¡= ares en x— ¡=4- c 

V7 


dx V 5 


V35a 


, = — aresen he 

V 7 - 5 x 2 5 7 


1.27.- Encontrar:J 


(a x -b x ) dx 
oV 


Solución. - 

.X ux\2 


J o x b x J a x b x J o x b x J J 


2x 

aV 


^ J a 1 / 


dx 


j^jdx-j 2 dx + !^-dx = jí— dx- 2 |dx + 


b x 

_ (a/b) x 



- I dx = 


(ct/bY ( £>/a) x 

7 — 2 x + - A + c 


tr¡ 


tr¡ 


(b/aY ( a /bY {bloY 

£r/a-£r/b Ir/b-lrja ir/a-irjb ír¡a-írjb 

V b x ' 


b x a x 


ÍT¡a-irjb 


■2 x + c 


Respuesta: J 


. r(a x -b x ) 2 dx 


a x b x 


( a lx -b 2x A 

v ab y 

ir¡a-tr]b 


-2 x + c 
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Í ? X 

sen" -dx 
2 

Solución. - 

1 — eos V 

[sen' 2 — dx = [ —dx = [- — C ° S X dx - — [dx-— [ eos xdx 

J 2 ^ 2 J 2 2^2'' 

x senx 

— h C 

2 2 


_ . r 2 * 7 x senx 

Respuesta: sen"-dx = + c 

J 9 9 9 


2 2 
dx 


( a + b) + (a-b)x 


1.29.- Encontrar: J 

Solución. - 

Sea :c 2 =a + b, d 2 = a -b , ; luego J 


r ;(0 < b < a) 


dx 

( a + b) + (a-b)x 2 


dx 


c +d x 


I- 


dx 


dx 


fe 2 0 

d 2 J 

2 c 2 




k J 


UJ 


+ x 


11 x 1 dx 

= —r — arctq — 7 + c = — arctq — + c 
d* c y c/ cd c 


y/a-bx 

r arctg — , + c = - 


y/a + byla-b yja + b y ¡a 2 -b 


r arctg 


a-b 
a + b 


-x + c 


Respuesta: J 


dx 


1 


-arctg. 


1.30.-Encontrar: J 

Solución. - 


(a + b) + (a-b)x 2 j a 2 -b 2 

;(0 <b<a) 


a-b 
a + b 


-x + c 


( a + b)-(a-b)x~ 

Sea: c 2 = a + b, d 2 = a-b, Luego: J 
dx 1 j- dx 

1*3 


dx 


dx 


I- 


(a + b)-(a-b)x 2 
x- c / 


í „2 


— -x 2 

d 2 


\ 2 


= — - —ln 

d* 2c 171 


-x 


x+ 1 


c 2 -d 2 x 2 

1 


+ C = — 


2cd 


tr¡ 


dx-c 


dx + c 


2 yfa^-b 

Respuesta: J 


ig 


yja-bx--ja + b 


y Ja-bx + y/a + b 
dx 


+ c 


1.31.- Encontrar 

Solución. - 


( a + b)-(a-b)x 2 

) - 1 


2 Vi 


a 2 -b 2 


ig 


yja-bx-yja + b 


yja-bx + yja + b 


+ c 


,2x1 


dx 


+ c 
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/[(«-) -ljdx = J (a° -l)dx = J (1-1 )dx = Jdx-J dx =j O dx = c 
Respuesta: J^(a 2 *)°-1 dx = c 

EJERCICIOS PROPUESTOS 

Mediante el uso del álgebra elemental, o algunas identidades trigonométricas, 
transformar en integrales de fácil solución, las integrales que se presentan a 
continuación. 


1.32.- 


J 3 x 5 dx 
J eos 2 fdx 


j=dy 

1+4 


1.44. 


- J(sen 2 x + cos 2 x-l)dx 


x -12 
dx 

\Jx 2 +12 

dx 

x\Jl2-x 2 

dx 

J2x 2 -8 


1.59. 


- jV* 2 + 10dx 


1.62.- 


J Vi -sen 2 xdx 
J(2° -3 °)"dx 


1.68.-J V|-x 2 dx 

1.71.- r dx 

1 W3-X 2 

1.74.- J sen 3 * 6dy 

1.77.- jV^dx 

1.80.- J yjx 2 -lldx 


1.33.-J(l+e)*dx 
1.36.- J(l + V*) 3 dx 
. __ r dx 

1 ' 39 -í :^-7 


. r dx 

1.42.- — 

J x 2 +5 

1.45.- JVx(l -V*)dx 

„ r dx 

1.48.- f — 

J x 2 +12 

1.51.- r , dx 

J Vl2-x 2 

1.54.- r , dx 

J xVl2 + x 2 

1.57, 

J V2x 2 +8 
1.60.- J Vl0-x 2 dx 

1.63.- J Vi- eos 2 xdx 

„ __ i r( senx 

1.66.- rgx 

J l rnc v 


x +12 
dx 

Vl2-x 2 

dx 

xVl2 + x 2 
dx 

\¡2x 2 +8 


1.69.-J Vx 2 -|dx 

i.72, r 

J Wx ¡ -3 

1.75.- |u|dx 

i.78, .fe 

J V2x 

1.81.-JVx 2 +lldx 


1.34.- J(l+ rgx)dx 
1.37.- J (1 +VV)°dx 

. r dx 

““-te 

„ r dx 

1.43.- — 

J x 2 -5 

1.46.- J (rg 2 x + l)dx 

i.49, r , 

J /.,2 n 


lx 2 -12 


i.52, r , dx 

Xyfx 2 - 12 

1.55, f , d * 

J V8-2x 2 

1.58.-JVx 2 -10dx 


1.61- f 1 "^ X dx 
1.64.- J (2* -3*)°dx 

1.67, 

J 3 -* 

1.70.- ¡Jx 2 +^dx 


sen x 


1.73, 

J xVx 2 + 3 

1.76.- Jexp(f 7 x)dx 

1.79.- J Vil- x 2 dx 

1 . 82 .-j£ 7 (e' / *)dx 
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1.83.- 1 


1+ \[x + 


dx 


1-yfx 

1.86.- J(co rgd -sen 0)dx 


dx 


l + 3x 2 
dx 

x^3x 2 -1 


\dx 


1.89.- J 
1.92.- 1 

1.95.-JVl-3x 2 dx 
1.98.- J(3x 2 -l)dx 

1.101.- J exp (ir¡ ^)dx 

1.104- \{ 1+T f X -l 
J ^ secr x J 

1.107.- jVx 2 -27dx 

1.110.- í p- — 

2xa/i-x 2 

1.113.- f 

J 4xVx 2 +16 

1.116.- J(l + Vx + x) 2 dx 

. |l-cosx| 

e 1 2 'dx 

1.122.- J(l+Vx-3x)°dx 


Vl + 3x 2 
dx 

3x 2 +4 
dx 


1.84.- J(rg 2 x + sec 2 x-l)dx 

1.87.- J- * 

1.90.- 1 ; 

1.93.- f 

xVl + 3x 2 

1.96.- 1 Vl + 3x 2 dx 
1.99.- J(3x 2 -l)°dx 
1.102.- J^(e^)dx 
1.105.- J exp((?g |l+ x|)dx 


dx 


1.108.- jVx 2 + 27dx 

1.111.- f f* 

Sxyjx 2 +1 

1.114.- f 

J 5xVx 2 -25 

1.117.- J(l-Vx + x) 2 dx 


1 . 120 .- 



1 + x 


2 A 


dx 


<• g+») 2 

1.123.- ge 2 dx 


^3x 2 -1 

dx 


1.85.- J 

1 . 88 .- [ . 

J Vl-3x 2 

„ r dx 

1.91.- — — 

J 3x 2 -1 

1.94.-Í- 


dx 


xa/i-3x 2 
1.97.-JV3x 2 -ldx 

1.100.- J(3x 2 -l)"du 
1.103.- J(e 2 +e+l) x dx 

1.106.- JV27 -x 2 dx 


„ r ux 

1.109.- ¡ 

J 3xVx 2 -1 

1 . 112 .- [ 

J 3x^9 -x 2 

1.115.- f (1 ~^ )2 dx 

J X 

1.118.- J(l+x) 4 dx 

1-senx 

1.121.- J^ge ^ dx 


1 „ x 6 x 6 

+ C = 3 h C = h C 

5 + 1 6 2 


RESPUESTAS 

1.32. - J 3x 5 dx = 3j x 5 dx 3 * 

1.33. - J(l + e) x dx 

Sea: a = l+e, Luego: í (l + e) x dx = í a x dx — t- c = — 

J J ¿rja lrj{ 1+e) 

1.34. - J (1 + rgx)dx = J dx + J rgxdx = x + írj |sec x| + c 


+ c 


1.35.- í eos 2 ^dx = f 3 + C ° SX dx = — í dx + — í cosxdx = — x + — senx + c 
J ¿ j 1 7 J 7 J 77 


1 1 
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1.36.- J(l + Vx) 3 dx = | (l + 3Vx + 3 ) + Vx^dx = J dx + 3-Jx + 3j xdx + J x^dx 


= X + 2x^ + 3— + — x^+c = x + 2x\[x + 3 — + — x 2 Vx + c 
2 5 2 5 


1.37.- J(l + Vx)°dx = Jdx = x + c 


1.38. - j 

1.39. - J 


1+ 


1+ 


-dy = 


i+^ 

i +# 


\áy 


i+ 


i+ 


dx 




Sea: a = V5 , Luego: J dx 

i.4o.- J -jÉL = = J 


dx 


yfx 


-í 


y + c 


dx x sJSx 

= ares e n — ^ + c = ares e n b c 


x~-5 ' Vx 2 -(V^r 

dx _ r dx 
^Jx~ + 5 i^x“ +(V5)‘ 
dx 


x 2 + 5 


1.41. - j 

1.42. - 1 

Sea: a = V5 , Luego: J 

V5 V5x 

= — arcrg + c 

5 5 


= ir¡ 
■ = ír¡ 


V(V5) 2 - 

x + -\/x 2 -5 


■S 


x + 


Vx 2 + 5 


+ c 


+ c 


dx 1 x 

* ! + (V5) != W arCr9 W + C 


ritj 


:->/5 


V5 


+ c = — ír¡ 
10 


x--(V5 ) 2 2V5 

1.44. - J (sen 2 x + cos 2 x-l)dx = J (l-l)dx = J 0 dx = c 

1.45. - JVx(l -Vx)dx = |(Vx -x)dx = | Vxdx-jxdx = 

1.46. - J(rg 2 x + l)dx = J sec 2 xdx = rgx + c 


:->/5 


x + 


V5 


+ c 


2 3 / x 2 

= — X /2 h C 




dx 


12 

1-48-J 


x -12 
x-2V3 


-(^) 2 2VI2 


trj 


:-^2 


x + 




+ c = 


4^3 


íij 


:-2V3 


x + 


2^3 


+ c 


X + 2 V 3 

dx 


+ c 


x 2 +12 


Sea: a = ^/l2 , Luego: f — — = — ¡l=arcrg — 

J x 2 +(^) 2 ^2 ^2 


+ c 
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1 x Vs \¡3x 

— ¡=arcrg — ¡= + c = — arcrg + c 

2V3 2V3 6 6 


1.49. - j 

1.50. - J 


dx 


í- 


dx 


Vx 2 - 12 J ^]x 2 -(Jñy 

dx r dx 


-lr¡ 


i 


= trj 


V* 2 +12 J ^x 2 + (yfñ) 

1.51.- [ , d * 

J x/l2-x 2 

Sea: a = x/l2 .Luego: ^ 2 = f 


x + x/x 2 - 12 
x + x/x 2 +12 


+ c 


+ c 


dx 


12 ) 2 -x 2 


x x x/¡3x 

= ares e n — ¡= + c = ares e n — =■ + c = ares e n t- c 

Vl2 2V3 6 


1-52-1 


dx 


J 


dx 


1 x 1 x 

aresee— ¡= + c = — ¡=arcsec — ^ + c 


Vx 2 -12 J xVx 2 -(Vl2) 2 ^2 >/l2 2V3 


2V3 


x/3 V3x 

— aresee he 

6 6 


1.53,-j- 


dx 


J 


dx 


xVl2-x 2 J x^/(Vl2) 2 -x 2 ^2 

x 


lij 


6 


x/l2+x/l2-. 


+ c 


1.54. - j 

1.55. - J 

1.56. - j 


Vl2+Vl2-X 2 

dx 


+ c 


I 2 = ~Y íri 

xy/12 + x 2 6 


dx 


dx 


x/l2 + x/l2 + x 2 
1 


+ c 

dx 


1 x V 2 x 

, = I , = = — I , ¡=arcsen — + c = — ares en — + c 

V8-2x 2 J V2(4-x 2 ) V2 J V^T^ V2 2 2 2 


dx 


dx 


1 


dx 


1 


x/2x 2 -8 J ^2(x 2 -4) V2 J x/x 2 -4 x/2 

x + x/x 2 -4 




x + 


V^4 


+ c 


+ c 


= — tr¡ 

2 

1.57- f = f dx 

j /-> . .2 , o J 


x/2x 2 +8 J ^2(x 2 + 4) V2 J x/x 2 +4 V2 


1 f dx 1 


x + 


Vx 2 +4 


+ c 


V2 


ÍT] 


X + 


x/x 2 +4 


+ c 


1.58.- J x/x 2 -lOdx = J JT^Mfdx = — x/x 2 -10 ír¡ x + x/x 2 - 


10 

2 


-10 


+ c 
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= — Vx“ -10 Sin x + yjx 1 2 - 10 + c 
2 

1.59.- í Jx 2 +10 dx = — Jx 2 +10 + 5 £rj 


X + Vx" +10 +c 


1.60.- f Jíü-x 2 dx = f V(VÍÓ) 2 -x 2 dx = -VlO-x 2 + — ares e n — + c 


. ri-eos x , rsen x , r , 

1.61. - — dx = — dx = dx = x + c 

J sen" x J sen" x J 

1.62. - 1 Vi -se ir xdx = J Veos 2 xdx = J eos xdx = s e n x + c 

1.63. - J Vi - eos 2 xdx = | V sen 2 xdx = J s e n xdx = - eos x + c 

1.64. - J (2* - 3 X )° dx = J dx = x + c 

1.65. - J (2 o - 3 o ) n dx = J (0)" dx = J Odx = c 

1.66. - jí rgx _ s e n x 'j - j ( rgx-rgx)dx = J Odx = c 


1-cos 2 x , rsen 2 x 


sen x 


dx = j 


' = x + c 


sen" x 


1.67.- f— = Í3 x dx= + c 

J 3~ x J ir¡ 3 


1 . 68 .-¡^-x 2 dx = J^/( 4 ) 2 -x 2 dx = |^|-x 2 + ^arcsen^ + c 

x r t 3 2x 

= — J4-x" +-arcsen— ^ + c 

2 x 4 8 V¡3 

1 RQ.Í / v 2 _ _ f l v 2 _ * /v 2 _ 1 _ Ü « I v / v 2 _ 1 1 


1.69.- Jx -fdx = Jx -(f-) dx = -Jx -f-Mgx + Jx +c 


= -V x2 -!-g^| X+ V x2 -l +C 

1.70.- ¡Jx 2 +^dx= ¡Jx 2 +(f) 2 dx = ?-Jx 2 +i + lhi\x + Jx 2 +± +c 


1.71.- J- 


xv3-x" x- 


/(V 3) 2 -x 2 


V3 ' V3 + V^V 


3 

1.72.- J- 


: + V3-X" 


1 x V3 V3x 

= — ^aresee— = + c = — aresee he 

V3 V3 3 3 


1.73.- J 


dx V¡3 




xvx +. 


í + vx + > 
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1.74. - J (s e n 3Y 0)dy = se n 3 * dy = ( se n 3x 0)y + c 

1.75. - J £77 |u|dx = ír¡\u\ J dx = ír¡\u\x + c 

1.76. - J exp(/? r¡x)dx = J xdx 

1.77. - J e fnx2 dx = J x 2 dx = — + c 


x~ 

= — + c 


■y[x-y¡2 


X 

3 




dx- 

J ]¡ 2/ 

X /¿ V2 ^ V 

X h c = x-2x /2 +c 

X 2 


—r~ dx = -j= í dx - í -j=dx 
/x V2 J J V^ 




1.78. - p^d* = í^-í^* = rJ4 

J \¡2x J V2^ J V2^ J \2/ 

= — í dx - [ x ^dx = -j= 

V2 J J v2 

. r [~ 2 1 x Í7Z 2 11 xx ¡— ñ 11 Vllx 

1.79. - Vll-x dx = — vll-x H — ares en— ¡= + c = -yll-x H — ares en t- c 

J 2 2 a/11 9 ? 11 

1.80. - J \Jx 2 -11 dx = yjx 2 -11 - ^ £ 77 X + a/x 2 -11 

1.81. -JVx 2 +lldx = -A/x 2 +ll + — tr¡ x + a/x 2 +11 

1.82. - J ÍTj(e^)dx = J Vxdx = Jxj^dx = ^— + c = — xVx +C 

% 3 


2 
+ c 

+ c 


a/Üa 

11 


1.83.- 1 


1 + -\J~X + a/ X 


-l0 


dx = | dx 


= x + c 


1 - a/x 

1.84.- J(rg 2 x + sec 2 x-l)dx = J O dx = c 

J 


1.85.- J 

V3 


dx 


dx 


V3x 2 -1 J a/3 V(x 2 -K) V3 J ^ x2 -%) V3 


í- 


dx 




x + 


V(* 2 -K) 


+ c 


" 3 £?7 r + \/C x2_ ^) +c 

1 . 86 .- J (co rgí? - s e n 0)dx = (co rgí? - s e n 0) J dx = (co rgí? - s e n 0)x + c 

a/3 


a/3 

3 


1.89.- 1 


f dx 

C dx 

a/i + 3x 2 

' xÍ3^ + x 2 

C dx 

C dx 

•* a/1-3x 2 

' xÍ3^-x 2 

ires e n a/3x + c 

(• dx 

r dx Ir 

■> l + 3x 2 

3(|+ x 2 ) 3J 


■V 


X + a /t+X“ 


+ c 


r dx 1 x 

r , = — ?=■ ares en — + c 


VI 


11 X V3 /r 

= arcrg rc = — arcrgA/3x + c 


Vi 
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1.90.- [ dx =-[ 

J ^v 2 4 -A ^ j 


dx 1 (• dx 1 1 x V3 V3x 

= arcrg — + c = — arcrg + c 


3x 2 +4 3 J x 2 +| 3^ 

dx Ir dx 11 


VI 


1.91.- [ — ^ — = — [ 

j 3x 2 -1 3 j 

dx 


.2 1 
3 


T íri 


'VI 


V3 


X + 


VI 


V3 V3. 

— arcrg — 

6 2 

V3x-1 


^ 'feo 

+ c = — Un 
6 


1 <,, r rf * r ■** 1 r 

■ 9 ■ j ,V^I" j ^J^X"V^ j 


dx 


V¡3x + 1 

1 1 


+ C 


X 


xv3x -1 

= are sec V¡3x + c 
dx 

xVl + 3x 


xjx 


= - ^ -,/ - are sec — he 

V,^ l/ v 


£ 


v3 


1.93.- J 


1 1 

C dx 

V4 

l 

XyJ 



1 1 


-tr¡ 


4 


V3 


1 , v 2 
Í T V3 + X 


+ c 


= lr¡ 


x 


Í+VI+* 2 

dx 


+ c 


4J- 


dx 


= lr¡ 


1.94. - f . -p , — ¡= 

xVl-3x 2 V3 Xyj^- 

1.95. - J Vi -3 x 2 dx = V3 J yjj¡-x 2 dx = V3 


V3 


+VP* 


+ c 


x r 7 1 x 

-J-k-x + — aresen 
2 ' /3 2 




+ c 


= x4 


/l_ 

V 3 


1 


— J±-x 2 + — arcsenV3x 


+ c 


1.96.-J Vl + 3x 2 dx = V3j ^1 + x 2 dx = V 3 ^yj^ + x 2 +^Ptj x + yj- 

yll + x 2 +^-lr¡ x + j 


'| + x 2 


+ c 


= x4 


/1+4 


1.97. - JV3x 2 -ldx = V3j ^/x 2 -fdx = V¡3 ^-^/x 2 — ti] x + yjx 2 - 

1.98. - 1 (3x 2 -l)dx = 3j x 2 dx - |dx = x 3 -x + c 

1.99. - 1 (3x 2 -1) dx = | dx = x + c 

1.100. - J (3x 2 -1 )"du = (3x 2 -l) n Jdu = (3x 2 -l) n u + c 

1.101. - Jexp(fg^)dx = J^-dx = ~ J 4dx = ^4- + c = ~ x ^ 2 +c 

•2x-l 
2 


+ c 


1.102. - J £rj(e^)dx = J =^-=dx = J xdx - - J 

1.103. - J(e 2 +e + l) x dx 


x 2 1 


— dx = x + c 


2 2 
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9 c a x 

Sea: a=(e^ +e + l) , Luego: a x dx = + c 


1.104.- J 


1+ rg 2 x 
sec 2 x 


(e 2 +e-l) x 
lr¡a tr]{e 2 +e-l) 

1 dx = J (l-l)dx = J Odx = c 


+ c 


1.105.- Jexp(^|l+ x|)dxj = | (l + x)dx = Jdx + J xdx 


= XH hC 

2 


1.106. - í \¡27 - x 2 dx = — \¡27 - x 2 + — arcsen^-= + c 

J 2 2 3^3 

1.107. -JVx 2 -27dx = |Vx 2 -27-y^ x + yjx 2 - 27 

1.108. - J Vx 2 + 27 dx = - Vx 2 + 27 + — £7 x + Vx 2 + 27 


+ c 


+ c 


1.109.- J 


dx 




3xa/x 2 -1 3 xa/x 2 -1 3 


„ r dx Ir dx 1 

2xa/i-x 2 ~2^xVl-x 2 2 


dx 1 

= - are secx + c 


1.111. - J 

1.112. - J 

1.113. - J 


= — tr¡ 

16 


dx 


t¡- 


dx 


5 x\Jx 2 +1 3 xa/x 2 +1 3 

dx 1 r dx 

^ J 



+ c 


+ c 


3xV^ 


3 J x^9-x 2 33 3 + V^ 


dx 


-í- 

A J 


dx 


= --ti 7 


4xa/x 2 +16 4 J xx/x 2 +16 44 

x 


- x 
x 


4 + Vx 2 +16 


+ C = — ÍT] 

9 


+ c 


3 + V^ 


+ c 


1.114. - J 

1.115. - J 


4+Vx 2 +16 

dx 1 r dx 11 x 1 x 

, = - — , = — are sec — + c = — are sec — + c 

7>x\/x 2 -25 3 J xVx 2 -25 3 5 5 25 5 


(1-V^) 2 


dx = J 


1-2a/x 


X + X 


dx = | (x 2 - 2x ^ + x 3 )dx 

-X • x 

J x~ 2 dx-j 2x ^dx + J x _1 dx = -x -1 -2^— + (? 77 |x| + c = -x' 1 -2^— + i 77 |x| + c 


■ = -x 

1 4 


= — x 1 + 4x ^ 77 |x| + c = h — j = + í 77 |x| + c 

X yjx 

1 . 116 .- J(l + Vx + x) 2 dx = (l + x + x 2 + 2\[x + 2x + 2x^)dx 

= | (1+ 2x^ +3x + 2x^ + x 2 )dx = Jdx + 2| x^dx+3j xdx + 2| x^dx + J x 2 dx 

2x % x 2 „ x Á x 3 Ax Á x 2 y* x 3 

X H ——7 — h 3 h 2 7 H hC — X H h 3 h 4 1 h C 

3/ 2 3/ 3 3 2 5 3 


+ c 
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1.117. - J(l- Vx + x) 2 dx = J(l + x + x 2 -2 Vx + 2x- 2x^)dx 

= í (l-2x^ + 3x-2x^ + x 2 )dx = x b3 4 1 he 

J 3 2 5 3 

1.118. - J (1+ x) 4 dx = J(l + 4x + 6x 2 + 4x 3 + x 4 )dx 

= | dx + 4j xdx + 6j x 2 dx + 4J x 3 dx + J x 4 dx = x + 2x 2 + 2x 3 + x 4 + — x 5 + c 


1.119. - J 

1 . 120 . - 


í;, 


1-cosx 



dx = J 


1 + x 2 


r 1-cosx , 

1 1 

* 1 f 

dx = 

- 

dx — 

J 2 

2 J 

2 J 


= — x-— sen xdx 
2 2 


dx = J 2+X dx = J^-dx + Jdx = Jx 2 dx+|dx = - — 

, 1 1 

1 xdx = — x + — eos x + c 
3 3 


rl-senx , 

1 | 

r , Ir 

dx = 


dx — 

J 3 

3* 

1 3 J 


±— senx 

1.121. - J ír¡e dx = J 

1.122. - J(l + Vx-3x)°dx = Jdx = x + c 

1.123. - J Ir/e ^dx = J (1+x) dx = J 1+2 * + * dx = - J dx + J xdx + - J x 2 dx 


1 X 2 X 3 

= — XH 1 he 

2 2 6 


+ x + c 
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CAPITULO 2 


INTEGRACION POR SUSTITUCION 

A veces es conveniente hacer un cambio de variable, para transformar la integral 
dada en otra, de forma conocida. La técnica en cuestión recibe el nombre de 
método de sustitución. 


EJERCICIOS DESARROLLADOS 


■ e tnx dx 


•e lrix dx r xdx 
.,2 , n ~ J ..2 , n 


_ „ ^ r e ux 

2.1.-Encontrar: — 

J x 2 + 7 

p^TjX J YílY 

Solución.- Como: e lx - x, se tiene: f — — L = f - 

J x 2 + 7 j x 2 + 7 

Sea la sustitución: u = x 2 + 7 , donde: du = 2 xdx , Dado que: f x ^ x = - f 

J x 2 + 7 2 J x 2 + 7 

Se tiene: - [ = - [— , integral que es inmediata. 

2 J x^ + 7 2 J u 

, 1 r du 1 , i 1 . i 2 _i 

Luego: = - £tj\u\ + c = —£tj\x +7\ + c 

9 J 7 / 9 9 I I 


x 2 + 7 2 J x 2 + 7 


2 J u 2 


Respuesta: J e ., ^ ^ £r¡ |x 2 + 7| + c 


* f e tr,x dx 

2.2.-Encontrar: — 

J x 3 +8 

Solución.- Como: e" 7 * 2 = x 2 , se tiene: f e ^ x = f x 

J x 3 +8 j x 3 +8 

Sea la sustitución: w = x 3 + 8 , donde: dw = 3x 2 dx , Dado que: f x = 1 f 

j x 3 +8 3 j x 3 +8 

Se tiene: - f = 1 f — integral que es inmediata. 

3 J x 3 +8 3 J w 

Luego: ij-=-^|w| + c = i^|x 3 + 8| + c 


■ e tnx dx _ r x 2 dx 

J . o 


x +8 3 J x +8 


3 J w 3 


r e ' /x dx 1 i i 
Respuesta: J — — — = — ó 77 |x 3 + 8 | + c 

2.3.-Encontrar : J (x + 2 ) s e n(x 2 + 4x - 6 )dx 

Solución.- Sea la sustitución: u = x 2 +4x-6 , donde: du = (2x + 4)dx 
Dado que: J (x + 2)sen(x 2 + 4x-6)dx = — J (2x + 4)sen(x 2 +4x-6)dx , se tiene: 
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Ir Ir 

= — J (2x + 4)sen(x 2 + 4x-6)dx = — J sen udu , integral que es inmediata. 

11 11 
Luego: = —j senudu = — (- eos u) + c = - — eos u + c = - — cos(x 2 + 4x - 6) + c 

Respuesta: í(x + 2)sen(x 2 + 4x-6)dx = —cos(x 2 +4x-6) + c 
J 2 

2.4. -Encontrar: Jxsen(l-x 2 )dx 

Solución. -Sea la sustitución: w = l-x 2 , donde: dw = -2xdx 
Dado que: J xsen(l- x 2 )dx = ~~\ (-2x)sen(l-x 2 )dx 
Ir 1 

Se tiene que: — (-2x)sen(l-x 2 )dx = --sen wdw, integral que es inmediata. 

2 j 2 

11 11 
Luego: Js en wdw = -—(-eos w)dw+c = — eos w+c = — cos(l-x 2 ) + c 

Respuesta: í xsen(l-x 2 )dx = — cos(l-x 2 ) + c 
J 2 

2.5. -Encontrar: Jxcorg(x 2 +l)dx 

Solución. -Sea la sustitución: u = x 2 +1 , donde: du = 2 xdx 
Dado que: Jxco rg(x 2 +l)dx = J 2xco rg(x 2 +1 )dx 
Ir Ir 

Se tiene que:- 2xco rg(x 2 +l)dx = — co rgudu , integral que es inmediata. 

2 J 2 J 

Luego: co rgudu = ^£r¡\senu\ + c = ^ g|sen(x 2 +l)| + c 

Respuesta: [ xco rg(x 2 +l)dx = — £g|sen(x 2 +l)| + c 
J 2 1 1 

2.6. -Encontrar: J ^1+ y 4 y 3 dy 

Solución. -Sea la sustitución: w = l+ y 4 , donde: dw = 4y 3 dy 
Dado que: J ^l+y 4 y 3 dy = 1 J (l+y 4 ) K 4y 3 dy 

Se tiene que:^J(l+y 4 )^ 4 y 3 dy = -^-Jw^dw, integral que es inmediata. 

t 1 r y j 1 w 7 ^ 1 y 1 , 4 . 3/ 

Luego: — w 72 dw = hc = — w 72 +c = — ( 1 + y ) /2 + c 

4 J 4 f 6 6 

Respuesta: J y]l + y 4 y 3 dy = -(1 + y 4 )^ + c 

2.7. -Encontrar: f 

J #73 

Solución. -Sea la sustitución: u = t 2 +3 , donde: du = 2 tdt 
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^ f 3í * 

Dado que: I - 

A 

„ 3 r 

Se tiene que:-J 

Luego: 


i 


2 tdt 


^3 2 J (í 2 +3)^ 

2 tdt 3 rdu 

-y, integral que es inmediata 

J i|/3 

9 


3 r du _ 3 
2 ■* ~ 2 
3tdt 


2 i (t 2 +3) A 2 V 

\u~ A du = — — + c = — 17 + c = — (t 2 + 3)^ + c 
J 2 4 4 4 


Respuesta: J 


2.8.-Encontrar: J 


^73 4 

dx 


= -(t 2 +3f A +c 


■, a y b constantes. 


(o + bx) A 

Solución.- Sea: w = a + bx, donde: dw = bdx 


Luego: J 


r dx - 1 1 

C bdx 1 | 

r dw 1 r 

(a + bx) A b ^ 

(a + bx)^ b J 

w^ b^ 


lw A 3 % 

+ c = — w + c 

b 4 2b 


- — ( a + bx ) + c 
2b 


Respuesta: J 


dx 


(a + bx) A 2b 

Vares en x 


2. 9. -Encontrar: í— 

J 1 

„ . r Vares en x 

Solución.- 1 - 


= — (a + bx)' +c 
dx 


1-x 2 


dx = J7 


dx 


= vares en x 




Sea: u = ares en x , donde: du = 


dx 


Luego: J7 


ares e n x 


dx 


Respuesta: J 


Vi- x 

Vares en x 


Vi— x 2 

ju A du = —u A +c = — ^/(aresenx) 3 +c 


1-x 2 


dx = — ^/(aresenx) 3 + c 


2.10.-Encontrar: J 


are rg 


4 + x 


--dx 


Solución.- Sea: w = are rg - , donde: dw = 

2 l+(f) ¿ '2 


1 ,lv. 2 dx 

— T (-)dx = 5 

2 n 4 + x 2 


are rg — ^ 

Luego: J — ^dx = — J are rg 


^x4 2 dx 1 




4 + x" 


í wdw = — 

J a 


1^ 

= — w" + c = — 

4 4 


arcrg — 
v 2 


Respuesta: J 


arcrg 


4 + x" 


2 <h = i 


' + 2 

are rg — 

v 2j 


+ c 


+ c 
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2.11.-Encontrar: J 


Solución. 


_ j- x-arcrg2x 
l+4x 2 


dx 


x-arcrg2x^ ¡- xdx r -Jare rg2x 


l + 4x 2 


l + 4x 2 


l+4x 2 


Sea: u = l+4x 2 , donde: du = 8 xdx ; w = arcrg2x , donde: dw = 


2 dx 


l+4x 

, r xdx r Jare rcj2x 1 r 8 xdx 1 r / — 2 dx 

Luego: t~\~ ^ 5 — = - t — \Jarcrg2x - 

J l + 4x 2 J l+4x 2 8 J l+4x 2 2 J ^ l + 4x 2 

= — f — í w 1/: dw = — trj\u\- — w^ + c = — ír¡\l+4x 2 \--(axcTg2x)' /: +c 

8 J u 2 J 8 11 3 8 1 1 3 

Respuesta: í : 

J l + 4x 

2.12.-Encontrar: J 


_ j- x-arcrg2x^ _ 1 
X ~ 8 
dx 


2 dx = — ír¡ |l + 4x -- (are rg 2x) /n -i-c 


(1 + x 2 )í 77 


X + Jl+X ‘ 


Solución.- J- 

Sea: u = í r¡ \x + Jl+x 
Luego: J 


dx 

f dx 

^(l + x 2 )?g 

x + Jl+x 2 

Jl + x 2 ^£g 

x + Jl + x 2 


, donde: du = 


1 


f 

dx 

Jl+X 2 , 


x + Jl+x 2 


X + Jl+X 

du 


,(1 + 


2x 


Respuesta: J 


dx 


(l+x 2 )(dj 




x + V1+ x" 


r™ =\ u y>du = 2u 
J Ju J 

2^dg x + Jl 


2 Jl+x* 

- + c = 2 


) => du = 


dx 




+ x 


^ítj x + Jl+x 2 


+ c 


2.13.-Encontrar: J 


corg{ír¡x) 


dx 


dx 

Solución.- Sea: w = ltjx, donde: dw = — 

x 


Luego: J 


co rg(ÍTjx) 


dx = J co rgwdw =lr¡ |s e n w| + c = lr¡ |s e n((? gx)| + c 


. reo Tg{ír¡x) 


Respuesta: J 
2.14.-Encontrar: J 


< ix=irj sen (/?gx) + c 


dx 


x^r/x) 3 


dx 

Solución.- Sea: u = lgx, donde: du = — 

X 


Luego: J 


dx 


x(ir/x) 


r du f -3 , u 1 

^-= u du = — + c = — - + 

J u 3 J ? ?,i 2 


1 

2u ¿ 


■ c = ■ 


2 (/?gx ) 2 


■ + c 


+ C 
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Respuesta: J 


dx 


1 


2.15.-Encontrar: J 


x{Hr¡x) 2 ((?? 7 x) 2 


- + c 


-dx 


x 


1 2 

Solución.- Sea: w = — , donde: dw = — -dx 

X X 


f e dx- 

_I| 


_If 

J x 3 dX ~ 

2 J 

16 x 3 “ 

2 J 


1 f w , 1 w 1 & 

— e dw = — e +c = — e +c 
i J ? ? 


1 

— — dx = — e +c 


2 

?~ x2+2 xdx 


Respuesta: J 

2. 16. -Encontrar: J 

Solución.- Sea: u = -x 2 + 2 , donde: du = -2 xdx 

Luego: J e x+2 xdx = ~~\ e ~ x +2 (-2xdx) = --^fe u du = -^e u +c = --^e~ 

1 
2' 


•r x - +2 xdx = --e- x - +2 


x e x dx 


Respuesta: J < 

2.17. -Encontrar: J ; 

Solución.- Sea: w = x 3 , donde: dw = 3 x 2 dx 

Luego: [ x 2 e x dx = — í 3x 2 e x dx = — í e w dw =—e x +c 
J 3 J 3 J 3 

Respuesta: J xV’dx = ^e xJ +c 

2.18. -Encontrar: J (e x +l)Vdx 
Solución.- Sea: u = e x +1 , donde: du = e x dx 

3 / x . -i \3 

Luego: J (e x +l) 2 e x dx = J u 2 du = — + c = 


Respuesta: J (e x +l)Vdx : 


3 

(e x +l ) 3 


+ c 


+ c 


2.19.-Encontrar: J 


e x +l 


-dx 


Solución.- f- — -dx = í — - — dx - í — - — dx = í — - — dx - í — — — dx 
J e x +1 J e x +1 J e x +1 J e x +1 J e x +1 

= f — ^ — dx - f dx = j" — — — dx — I" 

Jp'+i J e~ x (e x +1) Jo'+i J 


l + e x 


Sea:u=e x +1, donde: du =e x dx ; w = l+e x , donde: dw = -e X dx 

, r e x , r e x , r e x , r -e~ x , r du r dw 

Luego: — — dx - dx = — — dx - — - — dx = h 

J/j-l J/j-1 - 1 4- £>~ X J 1< J 


W 


+ c 
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= £T ? \u\ + c 1 +£r ? \w\ + c 2 =£r ? \e x +l\ + £T ? \l+e x \ + C = £r ? 
r e x —1 

Respuesta: I 


e x +1 

e* — 1 i i 2 

<Jx = ^^e x +l -x + c 


dx = irj (e x +l)(l + e x ) 


e x +l\\l+e- x \j + c 
+ c , otra respuesta seria: 


e 2x -1 


2. 20. -Encontrar: J 

Solución.- f-^ — -dx=f— p — dx-f 
J e 2 * +3 J p 2 * 4- ^ J 


e 2x +3 


dx 


e +3 


e 2x +3 


dx 


2x 2x-2x 2.x 


e + 3 


e 

e 2 ~+3 


-2x 


e' 2x (e 2x +3) 


dx = f dx - í 

V x +3 J 


-2x 


l+3e 


-2x 


dx 


Sea: u = e + 3 , donde: du = 2e dx ; w = 1+ 3e , donde: dw = -6e dx 


L u e g° : | ?r ^ x -| 

1 


l + 3e~ 


, Ir 2e 

-dx = — 


;S: 


2 J e 2x +3 


dx + — 


6 J l+3e~ 
1 


-6e , 1 r du 1 p dw 

-dx = — — + - — 
2 J u 6 J w 


1 


— £^|u| + — (?77|w| + c = — 77 e 2x + 3 + — £77 l + 3e 2x + c = — irj e 2x + 3 + — ír¡ 


1 + - 


+ c 


= —£r¡ e 2x + 3 + — ítj 


e 2x +3 


_2x 


+ c = ^ ír¡ |e 2x + 3| + ^ i r¡ |e 2x + 3| - r¡e 2x + c 


£ r¡ ( e 2x + 3) 1 ' ¿ + £r¡ ( e 2x + 3) 1 ' 6 - - 2 x + c = £r¡ (e 2x + 3) 1 ' " ( e 2x + 3)* 


x 

— + c 
J 3 


= irj[e 2x +3) 


2/3 x 

— + c 
3 

e 2x -1 


—1 / t \ 2/3 X 

— dx = £rj\e + 3) — + c 


e + 3 


2. 22. -Encontrar: f^-L 1 
•* x — 1 


dx 


Solución.- Cuando el grado del polinomio dividendo es MAYOR o IGUAL que el 
grado del polinomio divisor, es necesario efectuar previamente la división de 
polinomios. El resultado de la división dada es: 


x 2 +l 


(x+1)h — — , Luego: f x + ^ dx=f x + l+^— dx = í xdx + í dx + 2 í 

V— 1 * V— 1 J V— 1 I j j j y — 


X — 1 X — 1 

Sea u = x — 1, donde du = dx 

dx 


x — 1 


dx 


x — 1 . 


x — 1 


Luego: J xdx + | dx - 1 - 2 J UX = J xdx + J dx-i- 2J — = — + x + £r¡\x-í\ + c 


x — 1 
•x 2 +l. X 2 


Respuesta: J 2 dx = — + x + £^|x-l| + c 


2. 23. -Encontrar: J 


x — 1 2 

x + 2 


x + 1 


dx 
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Solución.- ^-^- = 1+— , Luego: f^-^dx = ffl-i — ^ — ldx = fdx + í 
x+l x + l J x + l H x + l/ J J 


x+l 

Sea u = x +1 , donde du = dx 

Jdx + J — = x + lr¡\u\ + c =x + (.r¡\x+'^ + c 

f x -h 2 

Respuesta: dx = x + tr¡ x + l + c 

J x + l 

2.24.-Encontrar: J rg 5 x sec 2 xdx 

Solución.- Sea: w = rgx , donde: dw = sec 2 x 


dx 

x+l 


Luego: J rg 5 x sec 2 xdx = J (rgx ) 5 sec 2 xdx = J w 5 dw 

Respuesta: J rg 5 x sec 2 xdx = x + c 

2.25.-Encontrar: Jsenxsec 2 xdx 

Solución.- ísenxsec 2 xdx = [senx — — dx = [ 

J J cos^ x J 

Sea: u = cosx , donde: du = - sen x 


w 6 (rgx) rg 6 x 

= — + c = + c = — — — + c 


senx 
eos 2 x 


dx 


-sen xdx 


eos x 


r du r _ 2 , u 1 1 

-I — = - u du = + c = — h c : 

J u J -1 u 


Luego: f — — dx = -f 

J COS“ X J 

Respuesta: Jsenxsec 2 xdx = secx + c 

_ __ _ . r sec 2 3 xdx 

2. 26. -Encontrar: 

J l+rg3x 

Solución.- Sea: u = 1+ rg3xdx , donde: du = 3sec 2 3xdx 
Luego: J 


- + c 


cosx 


sec 2 3 xdx lr3sec 2 3xdx 1 r du 1 




l+rg3x 3 J l+rg3x 3 J u 

sec 2 3xdx 1 , „ i 

= —lr¡ l+rg3x +c 

l+rg3x 3 " 


= -J — = u + c = -¿g 1+ rg3x| + c 


Respuesta: J 

2.27.-Encontrar : J s e n 3 x eos xdx 

Solución.- Sea: w = senx , donde: dw = eos xdx 


Luego: J sen 3 x eos xdx = J(senx ) 3 eos xdx = J w 3 dw = J— + c =J 

Respuesta: J s e n 3 x eos xdx = J 


sen 4 x 


- + c 


• sen 4 x 


- + c 


2. 28. -Encontrar: J eos 4 xsenxdx 
Solución.- Sea:u = cosx , donde: du = -senx 

Luego: J eos 4 xsenxdx = J (eos x) 4 s e n xdx = -J (cosx) 4 (-sen x)dx = -J u 4 du 
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= + c = ■ 

5 


eos x 5 eos 5 X 

+ c = + c 


_ . f 4 , COS X 

Respuesta: J eos xsenxdx = he 


2. 29. -Encontrar: J 


sec 


eos ecx 


-dx 


Solución.- f— ^ — dx= f c °s J x d x= f 
J eos ecx J 1 J 


sen x 


(cosx) 5 


-dx 


senx 

Sea:w = cosx, donde: dw = -sen xdx 

, r senx , r dw r_ s , w 

Luego: ¿dx = - — = - w dw = + 

^ (eos x) 5 J -' 5 J 


w 


1 1 

-c = - + c = - 

4 w 


1 


4 eos x 


- + c 


sec 4 x 


- + c 


sec 5 , sec 4 x 

dx = + c 

eos ecx 4 

rg2x — 2 


Respuesta: J 

2.30.-Encontrar: J e T9¿x sec 4 2 xdx 

Solución.- Sea: u = rg2x , donde: du = 2sec 2 2xdx 

Luego: J e rs2jí sec 2 2 xdx = - J e r92 *(2sec 2 2xdx) = - jVdu =-e u + c = -e Tg2x + c 


Respuesta: J e 
2.31.-Encontrar: J 


sec 2 2 xdx = — e r ® 2x +c 


2x-5 


3x 2 


dx 


Solución.- Sea: w = 3x 2 - 2 , donde: dw = 6xdx 


Luego: J 


2x-5 i f 3(2x-5)^ _ i f 6x-Í5^ _ 1 f 6xdx 15 


3x 2 -2 


3 J 3x 2 -2 


-dx = 


3 J 3x 2 - 2 


■dx - 


r OXÜX ID r 

¡ J ^v 2 _ 1 1 J 


dx 


C 6xdx c 

r dx _i 

• 6 xdx 5 

r dx _i 

• 6 xdx 

3x 2 -2 5 J 

3(x 2 -|) 3 J 

3x 2 -2 3 J 

(x 2 -|) 3^ 

3x 2 -2 


3 J 3x -2 3 J 3x - 2 

r dx 


1 r dw 5 r 
3J w 3J . 


dx 


(VI) 


2 =i^W + c,-|j 


dx 


1 3 

Además: a =sj% \ se tiene: -iri\w\ + c í --^ 


= — (?n|3x 2 -2| + c. ¿n 

^ | 1 3 2o 


3 

= ^g|3x 2 -2| 


3 
v-a 


(Vi ) 2 

dv 

3 J v 2 - a 2 


; Sea: v = x , donde: dv = dx 


V 32 V 2 




v + a 

V3x-V2 


+ C 7 — — 

2 3 


di; 3x 2 


■2|-- 
1 3 


1 


V3x + V2 


1 


+ C = -fn 3x 2 -2 
3 


2VK 

5 

2 V 6 


£77 

ír¡ 




x + Vk 

V 3 X-V 2 


+ C 


V3x + V2 


+ c 
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Respuesta: í 2x 5 dx = -lr¡\?>x 2 -2 | — %=£ri 
J 3x 2 -2 3 1 1 2V6 

2. 32. -Encontrar: J 


V3x-V2 


V3x + V2 


+ c 


Solución. 


dx 


<^4-9 irt 2 

J 


dx 


x^4-9£rj 2 x J x-^/ 2 2 -(3£rjx) 2 
3 dx 


Sea: u = 3<? 77 X , donde: du = 


Luego: J 


f 

dx 

X A 

J2 2 ~(3£ rjx) 2 




3dx 




du 


1 u 

= -arcsen — + c 
3 2 


1 3^ 77^ 1 y 

= — arcsen ' +c = -arcsen ó 77 IxK 2 +c 
3 2 3 11 


Respuesta: J 


f 

dx 

X, 

¡4-9 irfx 


1 1 .y 

= — arcsenf?7|x| +C 


dx 


2. 33. -Encontrar: í , 

J Ve*-1 

I c x dx 

Solución.- Sea: u = Ve* -1 , donde: du = 


; Tal que:e* =u 2 + 1 


. r dx r zuu r 

l_u e g°: J —=== - J -y— - 2 J 


2du 


Respuesta: J 


. J e x - i u 2 +1 u 2 +1 

= 2arcr gVe* + l + c 


2 Ve* -1 

= 2 are rgu + c = 2arcrgVe*V-l + c 


2.34.-Encontrar: J 


Ve* -1 

x 2 +2x + 2 


x + 1 


<ix 


Solución.- J- 


x 2 +2x + 2 r (x 2 + 2x + l) + l f (x + 1) 2 +1 r (x + 1) 2 +1 


x + 1 


^x = í 


x + 1 


dx=íi^^dx=í 

J x + 1 J 


x + 1 


-dx 


[ (x+Ih — — )dx = [ xdx+ í dx + í , Sea: w = x+1, donde: dw = dx 
j x + 1 j j j x+ i 


í xdx + 

[d X+ í áx = 

¡ xdx+ ¡ dx+ ¡^ = ?L 

J J 

1 J x + 1 

J J J w 2 


= — + X+ é , 77 |x + l| + C 


Respuesta: J 


x 2 +2x + 2 , x 2 


1 dx = — + x + Ó /7 |x + 1 | + c 


=dx 


2.35.-Encontrar: . 

J Ve* +1 

Solución.- Sea: u = e* +1 , donde: du = e*dx 
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Luego: J 


Jlx 


V¡ 7 +I 

~Yi 


dx = J-^-^du = | ( u l/ 1 -u ly 2 )du = J u^du- ju ^ du = —^ — ~~ + c 


^ 7 -^ + c = lu^-¿u K + c = |^(e'’ í +l) 3 -2^J(e x +1) + c 
dx = | A /(e x + 1) 3 - 2 V(e* + 1) + c 


/2 ^2 

Respuesta: J 


Ve* +1 

2. 36. -Encontrar: 

J Í774x x 


dx 


Solución.- Sea:u = £^4x, donde:du = — ; además: ír¡Ax = {2x2x) = lri2 + tr¡2x 

X 

=> u = £r/2 + Írj2x => £^2x = u — tr¡ 2 

Luego: f^* = fü^d u =í<íu-f^ u = f<í u -/, 2 f*i = u -/,2H + c 

= f774x-£^2[£^(f774x)] + c 

Respuesta: í <T ^ X _ = £ ^4x - ir¡2 \t ri{iijAx)\ + c 
J ^4x x 

2.37.-Encontrar: J x(3x+l)dx 

Solución.- Sea:w = 3x + 1, donde: dw = 3dx ; además: w-l = 3x=>x = 


w — 1 


Luego: Jx(3x + l) 7 dx = J 


w — 1 7 dw 1 


3 W 3 9 


J (w-l)w 7 dw = — J (w 8 - w 7 )dw 


r a j 1 r 7 j 1 w 9 1 w 8 1 9 1 8 

w dw — w dw = 1- c = — w w +c 

J 9998 


81 


= — (3x + l) 9 - — (3x + 1) 8 + c 
81 72 


Respuesta: J x(3x+l) 7 dx 


(3x + l) 9 (3x + l) 8 


81 


72 


72 


+ c 


2. 38. -Encontrar: J 


x — 5x + 6 


x 2 +4 


dx 


Solución.- 


x -5x + 6 
x 2 +4 


dx = 1 + 


, rX“-5x + 6, r Z-3X nj f . r UX f 

Luego: — dx= (1+— )dx= dx + 2 — 5 - 

J x 2 +4 J x 2 +4 J J x 2 +4 J x"+4 

Sea: u = x 2 + A , donde: du = 2 xdx ; Entonces: 

x 5 r du x 5-.I x 5-12 .i 

= x + are rg J — =x + arc rg £tj\u\ + c - X + arcrg tr¡ |x + 4| + c 


2-5x 
x 2 +4 
2-5x 
x 2 +4 


dx 


xdx 


2 2 J u 


2 2 


Respuesta: J 


x — 5x + 6 


x 5 


2 -dx = x + are rg — - — ír¡ x“ + 4 + c 


38 



EJERCICIOS PROPUESTOS 

Usando Esencialmente la técnica de integración por sustitución, encontrar las 
siguientes integrales: 

? 3Q - ÍTpMy ~ r adx _ „ r4t + 6 , 


2.39.-j3*e*dx 

„ r l-3x 


2.42.- 1 


3 + 2x 


_ r 3í +3 , 

2.45.- dt 

J í-1 


2.48.- f q h — — — 

^ ly X-0 

2.51.- J yja-bxdx 


2.54.- J 


3x +5 
6f-15 , 


2.57.- [ —y— 

J 3r 2 - 2 

2.60.- 

J v 2 - ' 


x -5 
xdx 


/ 4 4 

a -x 


x-yarcrg3x 

l+9x 2 


2.63.- j 

2.66.- 1 

2-69-J 


^9 + 9t 2 )írt t + Vl + t 2 

2.72.- J(e' -e ‘)dt 

2' 75 -i . .. 

2.78.- J x7* 2 dx 

2.81.- J (e 2 ” + l)^e^dx 

-bx 

2.84.- J - — ^ dx 

J 1-e 

2.87.- J s e n(a + bx)dx 
2.90.- J (eos ox + s e n ax) 2 dx 


_ r adx 

2.40.- 

J n — v 


2-43- j 

2.46.- J 
2.49.- f 

2.52.- J 

2.55.- J 


a + bx 
x 2 + 5x + 7 


(x + 1) 2 


2.41.-J 
2-44-J 
dx 2.47.- J 
2.50.- J 


2f + 1 

ax-b , 

dx 

ax + j8 

x 4 + x 2 +l 

< 

x — 1 

bdy 

xÍKy 
Vx + irjx 


2 2 

a -x 

3-2x 


2.53.- [ ———^—dx 
J x 

2.56- 1 ' 

J A / 2 -L ZL 


2 - 58 -- [— 7 — 

J 5x^ + 7 

2.61.- 

J ?v 2 4- 


2.64.- J 


2.67.- 


2x 2 +3 

x 2 dx 

l+x s 

ares en t 
V 4-4í 2 


2-59-I 

2-62-J 

2.65.- J 
dt 2.68.-J 


y +4 
3x + l , 

1 d 

V 5x 2 +l 
ax + b 
a 2 x 2 +b 2< 
x 2 dx 


arcrg(f) 


2.70.- Jae- mx dx 2.71.- J4 2 " 3x dx 

2.73.- J e (x2+1) xdx 2.74.- J (e % - e^) 2 dx 

2.76.- [ ^dx 2.77.- f 5^ 

J x 2 J Vx 

2 79 - f_£^_ 2.80.- \e x yja-be x dx 

' J e'-l 

2.82-1^- 2.83.- í - ! ' 


2.77.- í 5^ —j= 

J Vx 

2.80.-jWa-be x dx 


;a > 0 


2.82.- [ 2 83 - í - • a ; 

J 2 x +3 Jl+a 2x 

2.85.- f e 2.86.- f eos ^Ldx 

2.88.- feos Vx -ÍL 2.89.- [sen(f^x)- 

J Vx J 

2.91.- J sen 2 xdx 2.92.- J eos 2 xdx 


2.85.- j 

2-88- J 


eos vx 
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2.93.- 

2.96.- 

2.99.- 

2 . 102 , 

2.105, 

2.108, 

2 . 111 , 

2.114, 

2.117, 

2 . 120 , 

2.123, 

2.126, 

2.129, 

2.132, 

2.135, 

2.138, 

2.141, 

2.144, 


sec 2 (ax + b)dx 
dx 

3cos(5x-f) 

co rq — — — dx 
a-b 


■í 


-1 


senxV2 

Jís en(l-2f 2 )dt 


dx 


■S 


senxcosx 


7 


eos 2 x-sen 2 x 


=dx 


■ Jfcorg(2r -3 )dt 

■i& 3 eos 2 x sen 2 xdx 
j (cosax + senax) 2 


dx 


■i 


x 3 -l 


senax 
dx 


x - 4x + 1 


rg3x-corg3x 
sen3x 
sec 2 xdx 


dx 


y]rg 2 x-2 


dx 


T 

sec 2 xdx 


rg 2 x 


■ J rgVx-1 


dx 


\Jx-l 


+ x^(l+x 2 ) + l 
1 + x 2 


■f 




sen 


í 


72 

de 


senaOcosaO 


2.94.- J eos r g 2 axdx 


dx 


2.97.- f 

J sen(ax + b) 

2.100.- í rgyfx-^L 
J dx 


2.103.- J 

2.106.- J 

2.109.- J 


dx 


s e n x eos x 
sen3x 


3 + cos3x 


dx 


yjrgx 


dx 


eos x 


2 . 112 . 

2.115. 

2.118. 

2.121 

2.124 

2.127 

2.130 

2.133 

2.136 

2.139 

2.142. 

2.145 


x 3 dx 
x 8 +5 


•í 

- J x^5-x 2 dx 


x 3 -l 


dx 


- L +l 

,- Jxe"* dx 

-f d * 

-I „ ., 

4 


e 
dx 

xlr¡ 2 x 

xdx 

x/l-x ' 
dx 

cos*/ a 

xdx 


senx 


r x 2 dx 


-í 

4 


x" -2 
5-3x 

\¡4-3x : 


Ve 2s - 2 


dx 


ds 


2.95.- í 

dx 

senf 

J 

2.98.- í 

xdx 


J 

eos x 

2.101.- 

C dx 


J rgf 

2.104.- 

r eos ax , 

i — dx 


J sen ax 

2.107.- 

J rg 3 fsec 2 |dx 

2.110.- 

J cos-^sen^dx 


2.113.- J sen 3 6x eos 6 xdx 
•l + sen3x 


2.116.- J- 

2.119.- J 


2 . 122 .- 


-dx 

eos 3x 
cosec 2 3xdx 
b-acorg3x 


2 + 3x 
1+senx 


x + eos x 


dx 


2.125.- J 


2.128.- Ja senx eos xdx 
2.131.- Jrg 2 axdx 


2.134.- 

J V 


senx-cosx 


dx 


2.137.- í 

J senx + cosx 

2.140.- Je se " 2x sen 2xdx 


ds 


2.143.- í 

J e s +1 

2.146.- Js e n(^ + (p 0 )dt 
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2.147.- J 
2.150.- J 

2.153.- J 


dx 


\¡4-x 
senxcosx 




dx 


sen x 


are s e n x + x 




dx 


2.156.- 1 , 


2.159.- J 

2.162.- J 


x 2 +l 

2 


(ares enx) 


2t-10í + 12 


-dx 


t 2 + 4 


dt 


2.148.- J dx 

2. 

i' 


x(4- f^ 2 x) 

2.151.- 

s ecxrgx 

\J s ec 2 x + l 

2.154 .- 1 XÍX 


Vx+1 


sen x 


V 


dx 


2157 -j 

2.150.- j e x+e dx 

2.163.- í- — í— dt 

J e +e 


cosx 


2.149.- J e r9 * sec 2 xdx 

2.152.- J dí 


sen 2 icos 2 í 


2.155.- Jx(5x 2 -3) 7 dx 
eos xdx 


2.158.- J 


S 


+ sen‘x 


2.161.- Jt(4t + l) 7 dt 


£770 


■ + c = 


(3er +f?= (3e) x 


RESPUESTAS 

2.39. - J 3 x e x dx, 

J (3 e) x dx = J ( a) u du 

_ r adx 

2.40. - f , 

J a-x 

r adx rdu -I, I 

= -a — = -aiJ)\u\ + c = -atr¡\a- x + c 

J n — y •'7/ 


Sea: u = x,du = dx,a = 3e 


- + c = ■ 


3 x e x 


lr¡(3e) ir¡3trie ír¡3+ ír¡e 
Sea: u = a-x,du = -dx 


3 x e x 

- + c = + c 

£773 + 1 


a-x J u 
4t + 6 


2.41.- 1 

I 


2t + l 


dt, 


Sea: u = 2t+l,du = 2 dt; 


2t + 3 „ 2 

— 1 H 

2t + l 2t + l 


4t + 6 dt = 2f 1 + 2 


2t + l 
= 2í + 2£77|2t + l| + c 

l-3x 


\ 

2í + ly 


|df - 2 J dt + 2 J — - — dt -2 J df + 2 J — -2f + 2 f 77 |u | + c 


2.42.- J 

I 


3+2x 


-dx , 


2t + l 


11 / 

Sea: u = 3 + 2x, du = 2dx ; —- h- ^ 


1 - 3 * <h .rí_2 + _2L' 


3 + 2x 
3 11 


2 2x + 3 


3+2x 2 2x+3 

, ó r , 11 r dx 3r , 11 r du 

dx = — dx H = — dx H — 

? J 4 J 2x + 3 2 J 4 J u 


- — x + — £t7|2x + 3| + c 


2 . 43 .- j 


xdx 


a + bx 
xdx 1 


r+e+ = ±fd*-.íf-í+ = Ifdx-4í— =ix-4«,|u|+ c =--4«t,ia+H+c 

a + bx b^a + bx b 2 ■* u b b b b 2 


Sea: u = a + bx,du = bdx ; 
a r du 1 


x 


1 


a + bx b a + bx 
x a 
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r ax-b 

2 . 44 .- -dx , 

J ax + JB 


ajB 

„ n j , ax-b a a 

Sea: u = ax + p, du = adx ; - 


+ b 


ax + b a ax 


J ax + jB J 


a 


^+¡7 


a 


a/3 + ab 


a ax 

v y 

aj3 + abrdu_a ajB + ab 


dx = f— dx- f — 2 — dx = -(dx-^ÉlSÉ.f—ÉL- 
J a J ax + jB a J a J ajB + ab 


a r , ap + ab r 

-Idx —I 

a J a J 


= — x — 
u a 


l?;|u| + c = — x- + a ^ £ tj\£x + P\ + c 
a a a ' 


n a c f 3í + 3 j 

2 . 45 .- dt, 

J í-1 


Sea: u = í-1, du = di ; 


i 2 +l 

í-1 


=í+l+- 


f-1 


3í +3 


Mí t 

J í-1 


dt — 3 II t + 1+ - 


í-i 


9 9 

df = 3j ídí + 3j di + 3j — - dt = — í 2 + 3í + §tr¡ |u | + c 


= —t 2 + 3t + 6(ír¡\t -l\ + c 


2 . 46.- 1 


x + 5x + 7 
x + 3 


dx , 


dx = x + 2 + - 


Sea :u = f-l, du = f + l; 
1 ^ , r . „ r . r 1 


x +5x + 7 n 1 
=x+2+ 


x + 3 


p x' +5x + 7 
J x + 3 

x 2 X 2 

= — + 2x + lr¡\u\ + c = — + 2x + ^^|x + 3| + c 


dx = J xdx + 2| dx + | -dx = — + 2x + £ 77 |u| + c 


2.47.- j 


x 4 + x 2 +l 
x — 1 


dx, 


Sea: u = x - 1, du = dx ; 


•x 4 + x 2 +l 


x — 1 


dx = x + x + 2x + 2 + - 


x — 1 


dx = J x 3 dx + J x 2 dx + 2| dx + 3j ~~~ 


X 4 X 3 X 4 X 3 

= — + — + x 2 + 2 + 3£r/ |u| + c = — + — +x 2 + 2x + 31 r/ |x-l| + c 


2 . 48 .- 0 + 


OH 

x — 0 


x-a 

2 


dx , 


dx = j a 2 


Sea: u = x-a,du = dx 

U2 \ 


49- j 


(x + 1) 2 


dx, 


lab 

H H 

x-a (x-a) 

du 

= a“x + 2a£>í / 77|u| + £>‘ - ^ 

Sea: u = x + 1, du = dx 


r dx = a 2 fdx + 2abf + b 2 f — — 

J J J x-a J (x- 


dx 


(x-a) 


a 2 J dx + 2ab| — + b 2 | ^ = a 2 x + 2ab^|u| + b ¿ ^-j- + c = a 2 x + 2abír¡\x- a| — he 2 


b^ 

x-o 


p x , p (x + 1) — 1 , r x + 1 , r ax p flx p flx . , , u 

hJx= dx = -dx- -= — = tr¡ u — 

J ív-j-i'i 2 J íy-j-I'í 2 J íy-j-I'í 2 J ÍY4--n 2 J u J II 2 1 1 - 


x+1 


dx 


dx r dx 


(x + 1) 


(x + 1) 


(x + 1) 


(x + 1) 2 


- + c 


u ^ u 
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I 

-ir) |x + l| + + c 

1 1 x + 1 


2.50.- J 

bdy 


bdy 


Sea: u = 1 - y, du = -dy 


[ =~b\ ^ f= = ~b f u ' 2 du = -2bu % +c =-2b(l- yY 1 +c 

Ji-y 


2.51.- J y/a-bxdx , 


Sea: u = a-bx,du = -bdx 


í -Ja-bxdx = - — f u^du = - — — + c = - — u^+c = -—(a-bx)^ 2 +c 
J h J h ¿ 9 h 


3¿> 




2.52.- 1 


xdx 

777i 


Sea: u = x 2 +1, du = 2 xdx 


X 

g- 

p du 


J Vx 2 +l 2J 

1 4T 

2 J 


1 u^ 


+ c 


2.53 ..f^±i2í<fc, 

J v 


dx 


i 


' fx + t ’ lx -d x = \ x '"d x+ \^d x = ¡ x -'"d X+ íudu=^ + U - + c 

J J V J J 1/99 


Sea: u = ir/x, du = — 
x 

1/2 ..2 


X 


1/2 2 


i- irfx 
= 2y¡X H - + C 


2.54.- J : 


2 

dx 


3x +5 

J-£-=4-f 

J 9v 2 4- c; . h J 


Sea: u 2 = 3x 2 ,u = V¡3x, du = V¡3dx ; a 2 =5;a = V5 


11 u 11 V3xVl5 Í3x 

, - p- , , , - — ¡= — arete — + c = ._ arete— ^ + c = are toj — + c 

3x 2 + 5 V3 J u 2 + a 2 V3a a ^3^5 V5 15 1 5 


2.55,-í^, 

J <r -x 


Sea: u = x 2 -a 2 ,du = 2 xdx 


x 3 dx 


a — x 


r , r o 2 xdx r , 2 r xdx 

J “ r 


x -a 


i* 4 i d " 


2 J u 


= -4--4-^?7|u| + c = -4--4-f ^|x 2 -a 2 | + c 
,2 


2.56.- J 


y- - 5y + 6 
y 2 +4 


dy, 


Sea: u = y 2 + 4, du = 2 ydy 


r ¿zp^ y= r 1+ ^ )dy= f dy+ ri^ dy= i dy - 5 tJÉL +2 i^ 

J y 2 +4 ■* y" +4 ■* •* y +4 ■* ■* y +4 -*y" + 2~ 


= y^%£ 7 |u| + / 42 arc rg| + c = y-5/^|y 2 + 4 | + ar c rg^ + c 
r 6í — 15 

2.57.- — dt , 

J 9f 2 _ 9 


2 ' / z ' r i ^2 

Sea: u = 3r - 2, du = 6tdr; w = V3r, dw = V3dr 


43 



r 6f — 15 r tdt „ _ r ar r mi r 

— i dt - 6 — 5 15 — = 6 — 5 15 

J 9/- 2 _ 9 J 9r 2 - 9 J 9r 2 _ 9 J 9r 2 _ 9 J 


dt 


tdt 


dt 


3t-2 J 3t -2 
rdu 15 r dw 


3t-2 


, I l 15 ^ 1 „ 

= ^M — — — = ír ¡ 


3t ¿ -2 J (V3í) 2 -(V2) 2 
w- V2 1 


u V§ J W 2 -(V^) 2 3 2 ^ 

íV 3 -V 2 


w + 


V2 


+ c 


3r-2|- — £77 


íV 3 + V 2 


+ c 


2.58.- J 


3-2x 


dx , 


5x + 7 

í2^( x= 3Í-^ 2Í , ^ . 

J 5x 2 + 7 j 5x 2 + 7 j 5x 2 + 7 J (V5^) 2 +(V7) 2 10 j u 
3 r dw 


Sea: u = 5x 2 +7,du= lOxdx; w = V5x, dw = V5dx 
dx „ r dx 2 r du 


3 I : 


m J 


J; 


V5 J w 2 +(V7 ) 2 5 J u V5V7 

M 

7 5 


1 r du 3 1 xV5 1 . , i 

are rg — y= eg|u| + c 


-íJ 


y¡7 5 


3^35 ¡5 í n | r 2 „i 

-arcrgx í eg|5x +7| + c 


35 


2.59 .- 1 

J 3 * +1 


3x + l 


dx , 


^5x 2 +1 


i' 


Sea: u = 5x 2 +1 ,du = lOxdx; w = x>/5, dw = %/5dx 
dx r xdx r dx 


:3|Í + 


i' 


V5x 2 +1 J V 5x 2 +1 J j(xjs) 2 +l 2 J V5x 2 +1 J 7(xV5) 2 +1 2 

w + ■\/w 2 +1 


3 r du Ir dw 

lj:r + :7^.r 


3 u/ 1 , 

= 7HT/ + ^^ 


io J V^ V5 J V^7f 10 )/ V5 


+ c 


— V 5x 2 +l + ^=fn xy¡3 + xlSx 2 +1 

5 75 

xdx 


+ c 


2.60.- 1 


x 2 -5 


Sea: u = x 2 + 5, du = 2 xdx 




x -5 2 J u 2 

xdx 
2x 2 +3 
xdx 1 r du 1 


2.61.- J 

I 


Sea: u = 2x 2 + 3, du = 4xdx 


2x 2 +3 


= iíf4'" l " l+c= /"Z 2+3 l +c 


ax + b 


-dx , 


Sea: u = o 2 x 2 +b 2 ,du = 2 a 2 xdx; w = ax, dw = adx 
dx a r du b r dw 


2 - 62 "L.. .„ 

r QX + b _ r xdx r dx _OrflU Dr 

lo 2 x 2 +b 2 lo 2 x 2 +b 2 lo 2 x 2 +b 2 2a 2 1 u w 2 +b 2 

l/)ll/^l W 1 ~ 1 2 2 1 2 1 1 

= — eg|u| + — — 7 arcrg — + c = — £77 a x +b + — arcrg — + c 
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2.63.- J 

f xdx 


xdx 


y[a 


4 x 4 


4 4 

X 


I 


xdx 


Sea: u = x 2 ,du = 2 xdx 
du 


í) 2 -^) 2 2 




a 2 ) 2 -u 2 2 


1 u 

= — arcsen — + c 


1 x 4 

= — arcsen — + c 

2 a 2 


2.64.- J 


x 2 dx 


1 + x 6 


C x 2 dx _ j- 

J i v 6 = J : 


x 2 dx 1 r du 1 


I 


1+x 6 J l + (x 3 ) 2 3 J l + u 2 3 

2.65.- J * dx 

x 2 dx 


x/x 6 - 1’ 


r x dx _ r x“dx _ 1 p c 

x/x 6 -1 ~ x/(x 3 ) 2 _ 1 ~ ^ Vu 

-^/arcrg3x 


Ir dn 1 

= -^ 


Sea: u = x 3 , du = 3x ¿ dx 

II 1 3 

arcrg|u| + c = -are rgx +c 
Sea: u = x 3 , du = 3x ¿ dx 
u + x/u 2 -1 


-1 3 


1 

+ C = —ÍTJ 

3 


x 3 + 


x/x s -l 


+ c 


2.66.- 1 


l + 9x 2 


■dx, Sea :u =l + 9x 2 ,du = 18xdx;w = arcrg3x, dw = 


3 dx 
l + 9x 2 


1 


^/arcrg3x^ _ r xdx r ^arc rg3x^ _ 1 j- du 1 
J 1 4-Qv 2 J 


l + 9x 2 


l + 9x 2 


l + 9x 2 


j. r du ir i/ 
dx = — J J w /J dw 


18 J u 3 


= ¿ e ’l"4f7 + c = ¿ í "l 1+9 * ! 


2(arcrg3x) /J 


- + c 


2.67.- 


arcs e n f 
4-4t 2 


dr, 


Sea: u = ares ent,du = 


dt 




ares en f , 

— dt = — 

4-4t 2 2 


1 f /arcsen f^_ 1 ¡- x/aresent ^ 1 


1-í 2 


r x/aresent , Ir/-. 1 u 


- + c = -u /2 +c 
3 


-~y/( aresent) 

2.68.- 1 


arcrg(f) 


I 


9 + x 

arcrg(f) . 1 

9 + x 2 3 


+ c 
dx , 


3dx 


2 , Sea:u = arcrg j,du = 2 

9 + x 


, Ir, lu‘ 1 

dx = — udu = h c = — u 

3 2 6 


2 + c = HS£9©1 +c 


2.69.- 1 * 

, Sea:u = (??7 

t + x/l+t 2 

p + 9t 2 )irj 

t + x/l+t 2 



+í 


, du = 


dt lrdu lu^ 2 a- 2 


dt 




+ t 


x/c |t + x/l + t 2 


1 r du 1 u /2 2 r- 2 r 

-\— = -— v + C = -Ju+C = - Í7J í + x/1 
3 J x/u 3 V ^ ™ 


L+r 


+ c 
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2.70.- \ae~ mx dx, 
f ae~ mx dx = a [ e' mx dx = f e u du = ~ — e u +c = -—e~ mx + c 

J J m J rn m 


2.71. - j 4 2 ~ 3x dx , 

1 
3 

2.72. - j(e‘ -e ‘)dt , 


f 4 2 ~ 3x dx = -- í a u du = -~— + c ■■ 
J 3 tija 


Sea: u = -mx, du = -mdx 

a u a 

—e +c = 

m m 

Sea: u = 2 - 3x, du = -3 dx; a = 4 

4 2 ~ 3x 


- + c 


3£t¡4 

Sea:u =-t,du = -dt 
J ( é - e _t )dt = J e‘dt - J e 'dt = J e‘dt - J e u dt = é + e" + c = é + e ‘ + c 

2.73. - J e Hx +1) xdx , Sea: u = -x 2 -1 ,du = -2 xdx 

fe“ ( * +1) xdx= \ e x 1 xdx = ~— ¡e u du = - — e" + c = ~ — e~ {x +1) + c = - 2 — h c 

J J 2 J 2 2 2e x+1 

2.74. - f (e % - e^fdx , Sea: u = — , du = w = , dw = - 

J a a a 

| (e^ - e~ X/ °) 2 dx = J (e^ + 2e // °e^ a + e )dx = J e ¿i/ “dx + 2 J dx + J e ^ dx 
= — \e du + 2 dx — e dw = —e +2x — e +c = — e a +2x — e - +c 

2 J J 2 J 2 2 2 2 

„2x -i 

2.75 


Sea:u = -f ,du = --y ;w = ^,dw = ^r 


| ° . — _^ dx = J U - J U * = | a 2x ^dx - 1 a "-dx = J a dx -ja ^dx 

Va 1 va* J Va* 

Ja w dw+2ja"du 


a dx f dx 


2 

3' 


2 .o 


2 a a 2 a 72 n a 72 _ 

b2 h c = h2 b c = ( ha /2 ) + c 

3 ir/a lr¡a 3 iría tija lija 3 


2.76.- f — ydx , 


„ 1 , dx 

Sea :u = —,du = — - 


7x 

\^~rdx = - fe"du = -e u + c = -e' /x + c = -yfe + c 
j x J 

2.77, J 5 


dx 


Sea: u = Vx, du = 


dx 

2Vx 


Í5^-^ = 2Í5 u du: 
J V* J 

2.78.-Jx7 x2 dx, 

J x7 A dx = — 1 7 "du 


2 - 79 -J^’ 


e -1 


2x5" 2x5^ 

+ c = + c 

ÍT) 5 £r¡5 

Sea: u = x 2 , du = 2 xdx 
17" 1 7 x2 

: h C — h C 

2ir]7 2 tr¡l 

Sea: u = e‘ -1, du = e‘dt 
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u 


J e -1 J 

2.80. - J e x yja - be x dx , Sea: u = a-be x ,du = -be x dx 

í e x y/a-be x dx = -— í yfüdu = — + c = — — u'' 1 + c = — — (a-be x )^ + c 

J b ] b % 3b 3b 

2.81. - [ (e / '° +1 Y^e^dx , Sea: u = e^ +1 , du = —dx 

J a 

4 / 

| (e^ +1 )' J dx = J y/e ^ + le’dx = aj u 33 du 
dx 


au' 3 3 a(e /a +1 y 3 

—^ + c = — — + c 


2.82.- j 


2 X +3 


Sea: u = 2 X + 3, du = 2 x t r¡2dx 


dx Ir 3 dx 1 r 2 X +3-2 


r ux _ir 

J ^ J 


2 +3 3 J 2 +3 3 J 2 +3 


V 


dx = — [ + ^ dx - — [ — — dx = — [ dx-— [ 


1 


= — x-—ln\u\ + c = — x — ír¡\u\ + c = —x 

3 3 11 3 3tg2 11 3 

2.83.- — f- 1 

J l+o 2x 


3 J 2 +3 3 J 2 +3 

2 X +3| 


L + c 


C a x dx _ (• 
J i + n 2 * ~J 


1+0 


a x dx 
,*\2 


1 


du 


l+(o x ) £r/a J l+u~ lr¡a 


3iij2 

Sea :u =a x ,du = a x £r/adx;a > 0 

1 1 

are rgu + c = are rga x + c 


tr¡a 


-bx 

2.84.- f — 

■* 1-e bx 


dx , 


Sea: u = e , du = -be dx 




—bx 


(e~ bx f 


dx = — 


1 r du _ i r 
h J 1 — i/ 2 h J (— 


1 


du 




b J 1-u b J (-l)(o -1) 2b 


u - 1 


u+1 


+ c 


e~ bx -1 


e~ bx + 1 
e‘dt 


+ c . 




e‘dt 


í- 


du 


Sea: u = e‘ ,du = e‘dt 


■ = ares en u + c = ares ene + c 


-a*’ 

2.85. - 1 

f e ’dt _ r 

y/l-e^ ■* y/l-íe 1 ) 2 J yJl^Ü 

_ __ r X , _ x , dx 

2.86. - 1 eos— i=dx, Sea \u = —j=,du = —j= 

V2 a/2 a/2 

J eos ~j=dx = a/ 2 J eos udu =a/2 s e n u + c = y¡2 sen -j= + c 

2.87. - J se n(o + bx)dx , Sea: u =a + bx,du = bdx 

Jsen(a + bx)dx = — Jsenudu = - — coso + c = - — cos(o + bx) + c 



2.88.- 1 

I 


eos vx 


eos vx 


-ÍL = 2 [ eos udu = 2 senu + c= 2 sen Vx + c 

2.89.- ísen(^x) — , Sea \u=lr¡x,du= — 

J x x 

Í dx c 

sen (dr/x ) — = sen udu = -cosu + c = -cos(ígx + c 
x J 

2.90.- J (eos ox + s e n ax ) 1 2 dx , Sea: u = 2ax, du = 2 adx 

| (eos ax + s en ax) 2 * dx = J (eos 2 ax + 2 cosaxsenax + sen 2 ax)dx 
=|(i+ 2 cosaxsenax)dx = Jdx + 2 j cosoxsenoxdx =j dx + Jsen 2axdx 


dx 

VT 


Sea: u = Vx, du = 


dx 

2\[x 


= x cos 2 ox + c 

2a 

2.91.- J sen 2 xdx , 


Sea: u = 2x, du - 2 dx 


[sen 2 xdx = f 1 cos2x d x = 

i 

[dx- — [ eos 2 xdx 

1 | 

[dx--j 

[ eos udu = — x- 

1 

-senu+c 

J J 2 

2 * 

1 2 J 

~ 2 ' 

' 4 J 

1 2 

4 


Sea: u = 2x, du = 2 dx 


11 

= — x — sen2x + c 
2 4 

2.92. - J eos 2 xdx , 

[ eos 2 xdx = [ ^ + C ° S ^ X dx = — [dx + — [ cos2xdx =— [dx + — [ eos udu = — x + — senu + c 
J J 2 2 J 2 J 2 J 4 J 24 

1 1 

= — x + — sen2x + c 

2 4 

2.93. - J sec 2 (ax + b)dx, Sea: u = ax + b, du = adx 

1 11 

[ sec 2 (ax + b)dx = — [sec 2 udu = — rgu + c = — rg(ax + b) = +c 
J a J a a 

2.94. - j corg 2 axdx , Sea: u = ax,du = adx 

Í lfi Ir Ir Ir 

co rg 2 axdx = — cor g 2 udu =— (eos ec 2 u -l)du =— eos ec 2 udu — du 

n J n J r/J n J 


co t gu u +c C0T 9 ax 


2.95.- J 


a a 
dx 


sen 


[x co rgax 

—r + C = X + C 


Sea \u = y a ,du = d y a 


[ = [ eos ec-dx = a [ eos ecudu = Icos ecu - co rqu\ + c 

J cnnA J ü J 


sen 

= aíg\cos,ec x / a -coTg x / a \ + c 
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2.96.- J 

I 


dx 


3cos(5x-f) 
dx 


Sea: u = 5x- , du = 5dx 


1 11 
— = - J sec(5x - f )dx = — J sec udu = — ír¡ |sec u + rgu | + c 


3cos(5x-f) 3- 
= — 1 7 |sec(5x - f ) + rg(5x - f )| + c 


2.97.- j 


dx 


sen(ax + b) 


Sea: u = ax + b,du = adx 


dx 


s e n(ox + b ) 


f Ir 1 i i 

eos ec(ax + b)dx = — \ eos ecudu = — trj eos ecu -co rgu +c 


i 


= —irj eos ec(ax + b) - co rg(ax + b) + c 
o 

xdx _ 2 , 7 

Sea: u = x ,du = 2 xdx 


2 2 ’ 

eos x 


2.98.- í- 

J i 

XC/X P 2 2 j 1 f 2 j 1 1 2 

Jxsec xdx = — J sec udu = —Tgu + c = —rgx +c 


2 2 

eos X 


I 

2.99.- [ co rg * dx , 

J n — h 


„ x dx 

Sea: u = ,du = 

a-b a-b 


J co rg X — dx = (a - b) J co rgudu = (a-b)ir/\senu\ + c = (a-b)ir/ 
2 . 100 .- [ rgVx , 


sen- 


a-b 


+ c 


Sea: u = Vx, du = 


dx 

2^x 


JrgVx-^ = 2j rgudu = 2(?g|secu| + c = 2tr¡ sec Vx 




+ c 


2.101.- J 


dx 

^5 


Sea: u = y^,du = 


J-^ = Jco rg|dx = 5jco rgudu = 5ír¡\senu\ + c = ^ír¡ 


sen - 


+ C 


2.102.- J 


n xV2 


-1 dx , Sea: u = xV2, du = \¡2d* 


se 


í i V 

j| -^=-1 dx = J(cosecxV2 -l) 2 dx =|( cosec 2 x >/2- 2cosecxV2 +l)dx 


sen x 


J 


= eos ec x 


V2dx-2j eos ecxyÍ2dx + J dx = Y=J eos ec 2 udu --^=J eos ecudu + j dx 
- -y= co rgu - y¡2í r¡ |cos ecu - co rgu | + x + c 


— Y co rgx V 2 - \Í2f/n eos ecxV 2 - co rgxV 2 
v2 


+ x + c 
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senxcosx 


2.103.- J ÓX 

r dx 

J senxcosx J Vsen2x 
= ir¡\cosec2x-corg2x\ + c 


Sea: o = 2x, du = 2 dx 


i 


dx 


2j cosec2xdx =J eos ecudu =ir¡ |cos eco -corgo| 


+ c 


2.104.- J 

I 


eos ax 


sen ax 


dx , 


Sea: u = senax,du = a eos axdx 


eos ax 


, 1 r do lu 4 o 

dx = — — = + c = + c = 

n J ir n —A An 


sen ax 


sen 4 ox 


a J u o-4 


- + c = ■ 


1 


4o 4a 4o sen ax 

Sea: u =l-2t 2 ,du = -4 tdt 


- + c 


2.105. - Jfsen(l-2f 2 )df , 

Jfsen(l-2f 2 )df = --^-Jsenndu = -^-coso + c = -^-cos(l-2f 2 ) + c 

2.106. - J 

I 


sen3x 


3 + cos3x 


dx , 


sen3x 
3 + cos3x 


1 /4 1 

dx = — J — = — £r¡ |u| + c = lr¡ |3 + eos 3x| + c 


4 4 

Sea :u =3 + cos3x, do = -3sen3xdx 
1 


3 J o 


2.107. - J rg 3 f sec 2 |dx , 

J rg 3 f sec 2 |dx = 3j n 3 dn = + c 

2.108. - J 

I 


Sea: u = zg( x / 3 ), du = |sec 2 (^)dx 


senxcosx 




eos 2 x-sen 2 x 


3¡/ 
4 

=dx , 


3rg 4 (/ 3 ) 


+ c 


Sea: u = eos 2x, do = 2 s e n 2 xdx 


senxcosx 


eos 2 x-sen 2 x 


V cos2x 


dx = J 


senxcosx 
V cos2x 


dx = - [ 

4 J 


1-^2 


1 r sen2x 1 r do 1 0 ^ 

4^ Vcos2x 4^ Vu 4 2 


- + c 


2.109.- f^f^dx, 
J eos X 

yfrgx 


Sea: o = rgx, du = sec 2 xdx 


f — ^ ' dx = [ Jrgx sec 2 xdx = ío^do = — 7 + c = — o- + c = — rg-x + c 
J cos 2 x JV J 3/ 3 3 


Sea: o = 2*/ , do = 2dx 


2.110. - J cos 7 sen 7 dx, 

í cos-sen-dx = — ísen — dx= — fsenodo =- — coso + c = - — eos — + c 
J aa 2•J a 4•* 4 4 a 

2.111. - J t co rg(2r - 3)dt , Sea: u = 2t 3 - 3, du = 4 tdt 

ftcorg(2t 2 -3 )dt = —j co rgudu = — £g|seno| + c = — ir/\sen(2t 2 -3)| + c 
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2.112.- J 

r x 3 dx _ r 

J v 8 -i- c; J , 


x 3 dx 


x 8 + 5 


x 3 dx 


Sea: u = x 4 , du = 4 x 3 dx 
du 11 


u V 5 x 4 

are rg — + c = — are rg—j= + c 


x“ +5 J (x 4 ) 2 +(V5 ) 2 4 J u 2 +(V5 ) 2 4V5 V5 20 

2.113.- J s e n 8 6 x eos 6 xdx , Sea: u = s e n 6 x, du = 6 eos 6 xdx 


. \ . 1 u 4 u 4 

s e n 3 6x eos 6 xdx = — u 3 du = h c = he 

J e;J q 4 


24 


sen 6 x 


2.114.- J^+ 3 eos 2 x sen 2xdx , Sea :u 


24 

5 + 3cos2x 


- + c 


, du = -3sen2 xdx 


J Vl + 3cos 2 xsen2xdx = J Jl + 3( ^ + C ° S ^ X ) sen2xdx = jjl + 


3 + 3cos2x 


sen 2 xdx 


5 + 3cos2x 


^ , J- r y i 1 u /z z 3 / 

sen2xdx = — u /2 du = — — - + c = — u /l +c 
T.J t. 3 / Q 


3 3/ 


2 f 5 + 3cos2x 
9 


+ c 


2.115.- Jx^5 -x 2 dx, 


Sea: u = 5 - x 2 , du = -2 xdx 


í Xa/5 - x ¿ dx = í u^du = Yry + C = u^ +c = - 

J 2 J 26/ 12 


5(5-x 2 ) / 

12 


■ + c 


Sea: u = sen3x, du = 3 dx;w= eos u,dw = - senudu 


2.116- f 1+Se 2 n / fe, 

J cos^3x 

pl + sen3x , r dx rsen3x, Ir 2 , Ir 
t— I —+\ — dx = -|sec udu+-| 

J COS oX j me -Jv J me sy 4 * s * 


1 r senu 


eos 3x J eos" 3x 


f 2 , lrdw 1 1 1 1 1 _ 1 

s ec udu — — = - rgu H + c = - rgu + + c = — rg3x H + c 

J ^ J aa / 2 ^ ^aa/ ^ 


2.117.- J 


3 J w 3 3 
(cosax + senax ) 2 


I 


(eos ax + s e n ox) 


senax 

2 


3w 3 3cos u 
dx , Sea: u = ax, du = adx 


3 J eos" u 
1 
3 


du 


3cos3x 


senax 


-dx = J 


eos 2 ax + 2 cosaxsenax + sen 2 ax 


dx 


senax 


r cos^ax dx + 2 í 

J c n nv J 


cos ax 


¿j&fTcíx r ¿je-tf^ax 


J 


senax 
1-sen 2 ax 


¿j&rrdx 


-dx + J 


¿js-ffdx 


dx 


senax 
dx 


dx + 2 J cos axdx + J s e n axdx 


í h 2 í cos axdx 

J senax J 


J cos ecaxdx + 2 J cos axdx = — J cos ecudu + — J cos udu 
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1, , I 2 1 , ,2 

= — ír¡ eos ecu - co rgu + — senu + c = — ír¡ eos ecax - co rgaxl + — sen ax + c 
a a a a 


2.118.- J 


3 —1 

f — dx = í (x 2 -x + 1 — )dx = í x 2 dx- í xdx+ f dx- \ —^—dx 

J V-l-1 J V -I- 1 J J J J V-l-1 


x 3 — 1 
x + 1 


dx , 


Sea: u = x + 1, du = dx 


x+1 


J x 2 dx - J xdx + 1 dx - 2 J 
cosec 2 3xdx 


x + 1 
du x 3 x 2 


x + 1 


= — — + x-2(?g|x + l| + c 


2.119.- 

b-a 


I 


corg3x 


Sea :u = b-acorg3x, du = 3ocosec 2 3xdx 


cosec 3xdx 1 r du 1 


= — J — = — £ g |u | + c = — g - a co rg3x| + c 


b-acorg3x 3 a J u 3a 


2.120.- J 


I 


x 3 -l 


-dx, 


x 3 -l 


x -4x + l 

1 r (4x 3 -4)dx 1 r du 1 


Sea: u = x 4 - 4x + 1, du = (4x 3 - 4)dx 


x -4x + l 


dx = — í 

a J 


4 J x -4x + l 4 J u 


— í — = — ^ /7 luí + c = — trj x 4 -4x + 1+ c 

AJ i, A 1 1 A 


xe x dx , 
1 


2.121. - J 

í xe~ x dx = -— í e"du = -ie u + c = e~ x " +c 
J 2 J 9 9 

2.122. - J 

I 


Sea: u = -x 2 , du = -2 xdx 
1 


3-V2 + 3x 2 , 
i — dx, 


2 + 3x 

3-V2 + 3x 2 


2 + 3x 


dx = 3j 


dx 


Sea: u = xV3, du = V¡3dx; a = \Í2 
(2 + 3x 2 Y a 


í- 




\¡3dx 


V3 J (V2) 2 +(V3x) : 

3 <• du 
“ V3 J (a) 2 +(u) 2 “ 

du 


(V2) 2 +(V3x) 2 J 2 + 3x 

3 f í (2 + 3x 2 ) 

J V3 J (V2) 2 +(V3x) 2 J 


V 3 dA 


J(2 + 3x 2 )^dx = V3| 
du 


du 


I- 


dx 


/-r uu i r uu u 1 

•f(o) 2 +(u ) 2 V 3 ^Vo 2 +u 2 o arCr9 o V ¡3 7 


(«) 2 +(^) 2 J 7 (V 2 ) 2 +(xV 3 ) 
Va 


U + \la 2 +u 2 


+ c 


V 3 xV 3 V3 
= VJ arcrfl TT-T'" 


^ a/ 3 + \/ 2 + 3 + x ~ 


+ c 


2.123.- J 


rg3x-corg3x 


sen3x 


• rg3x-corg3x 
sen3x 


dx = J 


dx , Sea: u =3x,du = 3 dx; w = senu,dw = eos udu 

¡x cos3x 

dx 


sen3x cos3x 
cos3x sen3x 


sen3x 


dx = í f 

J me ^ y J 


cos3x 


cos3x J sen 3x 


dx 
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[ sec 3xdx - [ C0S , 3x dx = 

1 j 

[secudu--| 

• cosu , 1 

5 — du = - 

[secudu--í 

J J seir3x 

3* 

1 3 J 

serru 3* 

1 3 J 


= ^£rj\secu + rgu\-^^~Y + c = ^7/|sec3x + rg3x| + — — + c 


2.124.- J 


dx 


J-£-í 


e 

dx 


„ x dx 

Sea: u = — ,du = 

2 2 




e - (e x ) 
1+senx 


x + cosx 


dx , 


2.125.- J 

rl + senx füu i, | 

— d x = — = lr¡ u + c = f77 

J y - 1- rnc v J u 


í e ^dx = -2 í e u du = -2e u + c = -2e ^ + c = — ^- + c = —^= + c 

J J e Á 

Sea :u = x + cosx, du = (l-senx)dx 


= ír¡ x + cosx +c 


x + eos x * u 
sec 2 xdx 


2.126.- J 

I 


V Tg 2 x-2 
sec 2 xdx r du 


J- 


jrg 2 x-2 J Vu 2 -2 

_ . __ r dx 

2.127.- J 


= £ij 


xtr¡ 2 x ’ 


f d * _ 

r dx _ 

■ du 

xítj 2 x • 

x(ir¡xf 

u 2 


2.128.- jV enx eos xdx, 


í a sen * eos xdx = í a u du = — — h c = 

J J ír¡a lr¡a 


Sea: u = rgx, du = sec 2 xdx 


u + Vu 2 -2 +c = £tj rgx + ^ rgx 2 -2 


Sea: u = i r¡x, du = ^- 

- 1 1 1 

h C — hC — : — r + C 

-1 U ^ 77 |x| 

Sea: u =senx,du = eos xdx 


+ c 


+ c 


2.129.- J 




dx , 


Sea: u = x 3 + 1, du = 3x 2 dx 


r x 2 dx r x 2 dx 1 r du 1 u ;/j u^ (x 2 + 1)^ ^/(x 2 +1) 2 

J V7Tl =:J (^? = 3J^ = xT" +c=_+c= +c= 


+ c 


2.130.- J 


xdx 

2T77’ 


7 

Sea: u = x 2 , du = 2 xdx 

1 r 2 xdx 1 r 2 xdx 1 

, r = — , =— arcsenu + c 

J l-l í -..2 \2 I-, r..\2 2 


(• xdx p xdx 

VI^x 1 ' Vm * 2 ) 2 2J V 1 -^ 2 ) 2 2J V 1 -^) 

1 2 
= — ares en x +c 
2 

2.131.- jV axdx , Sea: u = ax, du = adx 
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J r g 2 axdx = J (sec 2 ax - l)dx - J sec 2 axdx - J dx = — J sec 2 udu - J dx = — rgu - x + c 


= — rgax -x + c 
a 


2.132.- J 

I 


sec 2 xdx 


V^- 

sec 2 xdx r du 


-rg 2 x 


Sea: u = rgx, du = sec 2 xdx 


Vi- 

2.133.- J 


rg 2 x 


I 


dx 


eos: 


u rgx 

. = ares en — + c = ares e n + c 

\¡2 2 -u 2 2 2 

Sea: u = x / ,du = ^ x / 


[ = [sec x / a dx = a í sec udu = atr¡ Isecu + rgul + c = atr¡ Isec x / a + rg /\ + c 

J rnc ' J J ‘ 


COS > 


2.134.. ¡£*±0*, 

J X 

f yjl + ~ígx r y U /3 3 U /¡ 

— — d x= u /3 du = — y + c = + c 

J V J 4/ A 


dx 

Sea: u =1+ ír¡x, du = — 


3(1+ irjxy 


■ + c 


2.135.- J rg Vx-1 


dx 


Vx-1 ’ 


Sea: u = y/x-1, du = 


dx 


27^1 


JrgV*-l = 2jrgu — = 2fíg sec V*-l + c = -2/?g cosVx^l 


2.136.- J 


7x-i 

xdx 


+ c 


senx 


2 > 


Sea: u = x 2 ,du = 2 xdx 


r xdx 

1 | 

• du 

1 | 

r 1 1 1 

•* senx 2 


senu 

~~ 2 • 

| eos ecudu = — r r¡ eos ecu - co rgu + c 


= r¡ |cos ecx 2 - co rgx 2 1 + c 


2.137.- J 

I 


senx-cosx 


senx + cosx 
senx-cosx 


dx , 


Sea: u = senx + eos x, du = (eos x - s e n x)dx 


dx: -[ í/u 
J u 


senx + cos x+c 


senx + cosx 

arcrgx , , ,,2 


2.138.- J 


I 


e arcr9 * + x£77(l+x 2 ) + l 
1 + x 2 


dx 


, Sea :u = are rgx, du = -;w = £ 7 /( 1 + x )d,dw = 


1 + x 


e arcrflX + x^(l+x 2 )+l_ f e arcr9X dx f x^(l + x 2 )dx 


1+x 2 
1 
2 • 


re ax r . 


- + 


dx 


= J e u du + — J wdw + J 

2.139.-J+2^, 

J x -2 


1+x J 1+x J l+x 

dx „ lw 2 

— - = e + — — + arcrgx + c = e“ + 


« , ¿r(i+x 2 ) 


1 + x 


2 2 


+ are rgx + c 


2 xdx 
1 + x 2 
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dx 


x 2 -2 


= x-\ íri 

2 


x-2 
x — \¡2 


x 2 -2 


2V2 


-ir) 


:-V2 


x + 


4~2 


+ c 


+ c 


|x + V2 | 
2.140.- Je 56 " 2 * s en 2xdx, 


1 — ros 2 x 

Sea: u = , du = sen 2xdx 


l-cos2x 


Je sen x sen 2xdx = Je 2 sen 2xdx = Je"du = e u +c = e sen x +c 

r (1-sen^) 2 

2.141.- J- ^-dx, 


sen^ 


„ x dx 

Sea: u = —¡=,du = — = 

V2 V2 


j (1 sgn ¿ )i ^ = f 

J q n J 


sen- 


^l-2sen^ + sen 2 ^V 
sen- 


dx = J eos ec^dx- 2J dx + jsen-^dx 


V2 J eos ecudu -2 J dx + V2 J sen udu = ^21 rj |cos ecu - co rgu\ - 2x - V2 eos u + c 
\¡2 i i) |cos ec — - co rg - 2x - V2 eos — + c 

dx , Sea: u = x V3, du = \¡3 dx; w = 4 - 3x 2 , dw = -6 xdx 


2.142.- J 




5-3x 

V4-3x 2 


dx 


■ 3 Í 


xdx 


5 Í" 


dx 


4 


xdx 


\¡4-3x 2 J V4-3x 2 J x/4-3x 2 J ^4-(xV3) 2 J V4-3x 

i 


du 


5 u 1 w X 5^3 x^3 

, , , , , — — — ¡= ares en — 1 — + c = aresen + 

V3 J ^2 2 -u 2 6 J V^ V3 2 2 1/ 3 2 


3 r dw 

^ + -J- 


V4-3x 2 


+ c 


2.143.- J 




ds 

e s +1 ' 
e~ s ds 


Sea :u =l+e s ,du = -e S ds 


e s +1 J e s +1 
dd 


• du 
u 


2.144.- J 

I 


seno^coso^ 


d0 


de 


senaecosae J y,sen2ae 


Sea: u = 2aí?, du = 2ad e 

2Í cosec2aede = — icos ecudu 
J 2a J 


1 1 . 1 . . 

= —irj eos ecu - co rgu\ + c = — ir) eos ec2o6 > - co rg2ae\ + c 
a a 


2.145.- J 

_ s 

I 


yje 2s -2 


\je 2s -2 
ds = J 


ds , 


Sea: u = e s ,du = e s ds 


= ir¡ 


e + 


V(/) 2 -2 


V( eS ) 2 - 2 

+ c = tr¡ 


ds = -¡ 


du 


yju 2 -2 


e° + Ve 


2s 


= I77 


+ c 


u + 


Vu 2 - 2 


+ c 
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2.146.- J s e + % )dt , 


„ 2 7rt , 2 nt , 

Sea :u =^j^ + (p 0 ,du = -^-dt 

,2 nt 


ísen(-^- + ^i 0 )df = — [sen udu = cosu + c = cos( vcp Q ) + c 

J 2n J 2 n 2 n T 

dx 


2.147.- J 

I 


are eos ; 


-dx, 


■ are eos ; 


V 4-x 2 

2.148.- J 

dx 


Idx = -J udu = ~— + c = 


Sea u = árceos —,du = - 


V 4 — , 


(are eos ^) 2 


+ c 


dx 


x(4- £77 x) 


I 


í- 


dx 


_ . , dx 

Sea: u = / 77X, du = — 

X 


J ? 2 -11 2 4 


2 + u 

1 

+ c = — íri 

2 + líJX 

2 -u 

4 

2-ígx 


x(4-£/7 2 x) ■* x[2 2 -(£^x) 2 ] ■* 2 2 -u 2 4 

2.149. - jY r9 * sec 2 xdx, Sea:u =-rgx,du = -sec 2 xdx 

J e~ rflX sec 2 xdx = -J e"du = -e" + c = -e~ r9X + c 

2.150. - J 

I 


+ c 


senxcosx 




dx , 


Sea: u = sen 2 x, du = 2senxcos xdx 


sen x 


senxcosx 


dx = J- 


senxcosx 


=*=7/- 


du 


1 ua — ■ 1 ua — ■ 1 — ares 6 n . — -b c 

V 2-sen 4 x ^-(sen 2 x ) 2 2 ^ 2-u 2 2 V 2 


1 (sen~x) 

= —ares en p= he 

2 V2 


s ecxrgx 


2.151. - f 

J vsec 2 x + l 

a=[ 

Vs ec 2 x + l 

2.152. - J * 


dx , 


í r£- = '* 

u + xlu 2 + 1 

+ c = lr¡ 

J Vu +1 




sen 2 icos 2 1 ’ 


Sea: u - sec x, du = sec xrgxdx 
s ecx + Vsec 2 x + l| 
Sea: u = 2t,du = 2dt 


+ c 


f * _| 

r dt -1 

r dt - /, 1 

[ * - 1 f 

2 2 

J sen ícos^ í J 

= 2J eos ec 2 udu = 

(senícosí) 2 * 

- 2 co rgu + c = - 

(l2 sen 2í) 2 

-2corg2t + c 

sen 2 2t ' 


2.153.- J 


are s e n x + x 




dx, 


x 


Sea: u = ares en x,du = 
•aresenx + x 


dx 


yjl-x 
ares en x 


w = l-x 2 ,dw = -2xdx 


r aresenx + x , raresenx. r x , r , 1 r dw r . Ir 

| , — dx = — . dx + , dx = udu — = udu — 

J ^/l^ J J ^ yfw ^ 2J 


w 


"-dw 


56 



u 2 1 

— TT' >rC ~ 

2 2 Yi 


(ares en x) 2 


■S 


x +c 


xdx 
\lx + 1 


Sea: t = Vx + 1 => x = í 2 -1; dx = 2 tdt 


2.154. - J 

[_^ = -[ (t i -l)2<dt =2 r (ti _ 1¥t = 2( a_ t) + c= 2^g_ 2V 
J Vx + l J í J ^ ^ 

2.155. - J x(5x 2 -3) 7 dx , 


J x(5x 2 -3) 7 dx = u 7 du = —— + c = — + c = 


3 3 

Sea: u = 5x 2 -3 ,du= 10 xdx 
(5x 2 -3) 8 


x + l + c 


10 8 


80 


80 


- + c 


2.156.- 


lr/(x + \Jx 2 +1) 


x ¿ + 1 

£r/(x + yjx 2 +1) _ r^77(x + x/x 2 +l) 


dx, Sea: u = lr¡{x + \Jx 2 +1), du 


dx 


\Jx 2 +1 


x 2 +l 


-dx = J- 


Vx 2 +1 


dx =J yfüdu = —y + c 


-i 


£//(x + y/x 2 + 1) 


- + c 


2.157, f 


sen x 




dx , 


Sea :u = cosx, du = -sen xdx 


cosx 


f sen3x dx- 

(•sen 2 xsenxdx f (1- eos 2 x) sen xdx 

(•sen xdx 

C eos 2 xsenxdx 

J Vcosx ■ 

* V cosx V cosx 

* V cosx 

V cosx 


J eos ^ xsenxdx- Jcos^ xsenxdx = -J u du - J u du = ~~^~ 7 + ~^y + c 

Á Á 


2 u^ 2 2 u^ 1 2cosx^ 2cosx^ 2 Veos 3 x 2Vcos 5 x 

H + C = H +C = H + C 

3 5 3 5 3 5 


2.158.- J 


eos xdx 




L + sen~ x 

Sea: í = Vl+sen 2 x => sen 2 x = f 2 -l;2senxcos xdx = 2tdt 
t 


eos xdx 




2.159.- J 


+sen"x 




dr 




= ir¡ 




+ sen“ x +senx 


(ares en x) 2 


^/W 


dx , 


Sea: u = ares en x,du = 


+ c 
dx 




x 


I 


(aresenx) 2 

Vl-x 2 


dx = ju 2 du = — + c 


(ares en x) 3 


+ c 


2.150.-jV +e 'dx, 


Sea: u =e e ,du = e e e x dx 
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J e x+e dx = J e x e e dx = ^du = u + c = e e +c 

2.161.- Jí(4í + 1) 7 dt , Sea: u=4t + l=>t = du = 4 dt 


Jf(4í+l) 7 df = J^u 7 ^- = i ^j(u-l)u 7 du = ^J(u 8 -u 7 )du 

_ (4í + l) 9 _(4í + l) 8 
144 128 


1 u 9 1 u 8 

)- Q 

16 9 16 8 


2.162.- J 


2í -lOí + 12 


t 2 +4 


<it, 


Sea: u = r +4,du = du = 2tdt 


• 2r -lOt + 12 


t +4 


dt = 2¡ 


t 2 -St + 6 


r + 4 


<it = 2 1+ 


2-5f 
í 2 +4 


dt = 2 j dt + 4 J 


dt 


t 2 + 4 



dt 

t 2 +4 


= 2 J dt + 4 J -5j — — = 2t + 2 are rg j - 5(? 77 |u| + c = 2t + 2 are rg j - S(,r¡ |í 2 + 4| + c 

2.163 .-l^f^dt, 

J e+e 

Sea :u = e 2t +l,du = 2e 2t df,w = 1+ e 2t ,dw = -2e~ 2t dt 
r _ (• e‘dt r e~‘dt _ r e 2 ‘dt r e~ 2t dt _ 1 r du 1 r dw 

■’e'+e - ' ■’e t +e“ t •’e t +e“ t ^ e 2í +l •’l+e 2 ' 2^ u 2^ w 

= ^[tr¡ |u| + lr¡ |w|) + c = — ir¡ |uw| + c = 1 i r¡(e 2t + 1)(1+ e~ 2í ) + c 
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CAPITULO 3 


INTEGRACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 

En esta parte, serán consideradas las integrales trigonométricas de la forma: 
i) Jsen m u eos" udu 

¡i) J rg m u sec n udu 

iii) J co rg m u eos ec n udu 

O bien, formas trigonométricas reducibles a algunos de los casos ya señalados. 


EJERCICIOS DESARROLLADOS 


3.1.-Encontrar: J eos 2 xdx 

l + cos2x 


Solución.- eos ~xdx = 


l+cos2x 


dx = — 


Luego: J eos 2 xdx = J 
f 1 

Como: coshxdx = — senhx + c 

J h 

1 1 

Respuesta: icos 2 xdx = — x +— sen2x + c 
J 2 4 

3.2.-Encontrar: J eos 4 j xdx 


- ídx + — í cos2xdx = — + — sen2x + c , 
?i ?i 2 4 


Solución.- cosHx = 


1+cosx 


Luego: J eos 4 {xdx = J (eos 2 |x) 2 dx = jí ^ +cosx ¿ x = — J (1+ 2 eos x + eos 2 x)dx 


Jdx + -^ J eos xdx + ^ J eos 2 xdx , como: J eos 2 xdx = ^x + j^sen2x + c 

— ídx + — í eos xdx + — í eos 2 xdx = — x +— sen x + — (— x + — sen 2x) + c 
aj ii ai 42 ¿ 


11 11^ 31 1 

= — x + — senx + — x-i sen 2 x + c = — x +— senx-i sen 2 x + c 

4 2 8 16 8 2 16 

r 3 11 

Respuesta: cos 4 |xdx = -x +— senxn sen 2 x + c 

J 2 8 2 16 

3.3.-Encontrar: J eos 3 xdx 

Solución.- Jcos 3 xdx = J cosxcos 2 xdx, como: eos 2 x =l-sen 2 x 
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= | eos x eos 2 xdx = J cosx(l-sen 2 x)dx - J eos xdx -J eos x sen 2 xdx 
Sea: u-senx,du- eos xdx 


sen x 


= J eos xdx- Jcosxsen 2 xdx = J eos xdx - Ju 2 du = senx-y + c = senx- ^ 

_ . r q , sen 3 x 

Respuesta: J eos xdx = sen x he 

3.4.-Encontrar : Jsen x 3 4 xdx 

Solución.- Jsen x 3 4xdx = Jsen4xsen 2 4xdx, como: sen 2 4x = l-cos 2 4x 
= Jsen4xsen 2 4xdx = Jsen4x(l-cos 2 4x)dx = Jsen4xdx- Jsen4x(cos4x) 2 dx 
Sea: u = cos4x, du = -4sen4xdx 

= Ísen4xdx + — í u 2 du = - — cos4x +— — + c 
J a j a a ^ 


- + c 


4 3 

cos4x cos 3 4x 


cos4x eos 4x 
+ - 


12 


- + c 


- + c 


u 3 u 5 sen 3 x sen J x 

= + c = + c 

3 5 


__ . f , „ , COS4X i 

Respuesta: sen x 4xdx = + - 

J 4 12 

3.5. -Encontrar : J s e n 2 x eos 3 xdx 

Solución.- Js en 2 xcos 3 xdx = jsen 2 xcos 2 x eos xdx = jsen 2 x(l-sen 2 x) eos xdx 
= Jsen 2 xcos xdx -Jsen 4 xcos xdx ; Sea: u - senx, du = eos xdx 

= í u 2 du-¡ u 4 du 

J J 3 5 3 

Respuesta: Jsen 2 xcos 3 xdx 

3. 6. -Encontrar : J s e n 3 x eos 2 xdx 

Solución.- Jsen 3 xcos 2 xdx - Jsen 2 xs en xcos 2 xdx =J (1-cos 2 x) sen xcos 2 xdx 
= J (1-cos 2 x)sen xcos 2 xdx = Jsen xcos 2 xdx- Jsen xcos 4 xdx 
Sea: u = eos x, du = - s e n xdx 

t/ 3 l¿ 5 

= Jsen xcos 2 xdx- Jsen xcos 4 xdx = -J u 2 du +J u 4 du = 1 he 


sen 3 x sen 5 x 


- + c 


eos 3 x eos 5 X 

- + + c 


3 5 

„ ^ r 2 , cos 3 x cos 5 x 

Respuesta: J sen xcos xdx = — i he 

3.7.-Encontrar: Jsen 2 xcos 5 xdx 

Solución.- Jsen 2 xcos 5 xdx = Jsen 2 x(cos 2 x) 2 eos xdx = Jsen 2 x(l-sen 2 x) 2 eos xdx 
= Jsen 2 x(l-2sen 2 x + sen 4 x) eos xdx 
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= J (s e n x) 2 eos xdx - 2 J (s e n x) 4 eos xdx + J (s e n x) 6 eos xdx 
Sea: u-senx,du- eos xdx 


r 2 . nf 4 . f 6 i u 3 n u 5 u 7 sen 2 x sen 5 x sen 7 x 

u du- 2 u du + \u du = 2 — + — + c = 2 + + c 

J JJ ^ c; 7 3 5 7 


7 

_ x r 2 s , sen 3 x 0 sen 5 x sen 7 x 

Respuesta: sen xcos xdx = 2 1 he 

J 3 5 7 

3.8.-Encontrar: Js en 3 xcos 3 xdx 

Solución.- Js en 3 xcos 3 xdx - J (senxcosx) 3 dx ; como: sen 2x = 2senxcosx, 

s gn 2x 

Se tiene que: sen xcos x = ; Luego: 


Cl 4 sen2x 

\ 3 1 

dx = - 1 

[sen 3 2 xdx = — í 

H 2 . 

8 J 

1 8 J 


= J (s e n x eos x) 3 dx = J 

= ^Jsen2x(l-cos 2 2x)dx = ijsen2xdx-ijsen2x(cos2x) 2 dx 

Sea: u = eos 2x, du = -2 s e n 2 xdx 

Ir Ir Ir 1 f 

— sen2xdxn -2sen2x(cos2x) ¿ dx = - sen2xdxn u 2 du 

8-) inJ «J inJ 


1 


16- 
1 u 3 


1 


8- 
eos 3 2x 


16' 


eos 2x 


= eos 2xh h c = eos 2x H h c 

16 16 3 16 48 

Respuesta: Js en 3 xcos 3 xdx = -^-cos2x + 

3. 9. -Encontrar : J s e n 4 x eos 4 xdx 

Solución.- Js en 4 xcos 4 xdx = J (sen xcos x) 4 dx = J 


- + c 


sen 2x 
2 y 


dx = — ísen 4 2 xdx 
16 J 


1 

16 


J(sen 2 2x) dx = ~ J 


1 r( l-cos4x 


Ir 2 

dx = (l-cos4x) dx 


16x4 
1 

32 


Ir i r Ir Ir 

— (l-2cos4x + cos 2 4x)dx = — dx cos4xdxn eos 2 4xdx 

64 J 64 J 32 J «¿I 

Ir, Ir „ , 1 r 1+ COs8x , 

— dx eos 4xdx -i dx 

64 J 32 J 64 J 2 

— í dx í cos4xdxn í dxH í cos8 xdx 

64 J 32 J 128 J 128 J 


1 1 „ 1 1 „ 3xsen4xsen8x 

= — x sen4x-i xh sen8x + c = 1 he 

64 128 128 1024 128 128 1024 


1 

128 


sen8x 


3x-sen4x + 
v 8 


Respuesta: J s e n 4 x eos 4 xdx 
3. 10. -Encontrar: J x(cos 3 x 2 - sen 3 x 2 )dx ; Sea: u = x 2 , du = 2 xdx 
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J x(cos 3 x 1 2 -sen 3 x 2 )dx = J 2x(cos 3 x 2 -sen 3 x 2 )dx = -^J (eos 3 u -sen 3 u)du 
= -^ j eos 3 udu- sen 3 udu = eos neos 2 udu -^Js en usen 2 udu 
-J cosu(l-sen 2 u)du - — Jsen u(l-cos 2 u)du 


r Ir t Ir Ir 

J eos udu — J eos us en 2 udu — J sen udu + — J senucos 2 udu 


Sea: w-senu,dw = eos udu; z = eos u,dz = - sen udu 
= — í eos udu- — í w 2 dw- — ísenudu -— í z 2 dz = — senu 


1 w 3 1 


1 z 3 


+ — cosu 

2 3 2 2 3 


senu sen 3 u cosu cos 3 u 


- + - 


+ c = — (senu + eos u) — (sen u + eos u) + c 
z t> z ti 2 6 

Dado que: sen 3 u +cos 3 u = (senu + cosu)(sen 2 u - senu cosu + eos 2 ) 

O bien: sen 3 u +cos 3 u = (senu + cosu)(l -senu cosu) ; Lo que equivale a: 

= — (senu + cosu) - — (senu + cosu)(l -senu cosu) + c 
2 6 

í, s 1. 2senucosu^ 

= — (senu + cosu) — (senu + eos u)(l ) + c 

2 6 2 

1. . 1. ... sen2u. 

= — (senu + cosu) — (senu + eos u)(l ) + c 

2 6 2 

= — (sen u + cosu) - — (senu + cosu) — (2 -sen 2u) + c 
2 6 2 

1 1 
= — (senu + cosu)(6-(2-sen2u)) + c = — (senu + cosu)(4 + sen2u) + c 

1 

= — (senx 2 +cosx 2 )(4 + sen2x 2 ) + c 

Respuesta: J x(cos 3 x 2 - sen 3 x 2 )dx = ^(senx 2 +cosx 2 )(4 + sen 2x 2 ) + c 


3.11.-Encontrar: Jsen2xcos4xdx 


1 , 


Solución. -senacos ¡3 = — [sen(u - fi) + sen{a + /?)] ; Se tiene que: 
sen 2xcos4x = — [sen(2x-4x) + sen(2x + 4x)] = — [sen(-2x) + sen(6x)] 


= — [-sen2x + sen6x] , Luego: Jsen 2xcos4xdx = J— (-sen 2x + sen 6x)dx 

Ir Ir 1 1 

= — sen2xdx + — sen6xdx = — cos2x cos6x + c 

2 J 2 J 4 12 

r 1 1 

Respuesta: sen2xcos4xdx = — cos2x cos6x + c 

J 4 12 


+ c 
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3. 12. -Encontrar: J eos 3x eos 2 xdx 

Solución.- cosacos/? = i[cos(a-/?) + cos(a + /?)] ; Se tiene que: 

1 1 

cos3xcos2x = — [cos(3x-2x) + cos(3x + 2x)] = — [cosx + cos5x] , Luego: 

1 11 

= J eos 3x eos 2 xdx = J — [eos x + eos 5x]dx = — J eos xdx + — J eos 5 xdx 

1 1 

= — senxH sen5x + c 

2 10 

r 1 1 

Respuesta: cos3xcos2xdx = — senxn sen5x + c 

J 2 10 

3. 13. -Encontrar: Jsen5xsenxdx 

Solución. -señasen / 3 = — [cos(a-/?)-cos(a + /?)]; Se tiene que: 

1 1 

sen 5xsenx = — [cos(5x- x) -cos(5x + x)] = — [cos4x-cos6x] ; Luego: 

1 11 

= Jsen5xsen xdx = J — [eos 4x - eos 6x] = — J eos 4xdx - — J eos 6 xdx 

= ^sen4x-— sen6x + c 
8 12 

r 1 1 

Respuesta: sen5xsenxdx =-sen4x sen6x + c 

J 8 12 

3.14. -Encontrar: J rg 4 xdx 

Solución.- |rg 4 xdx = J rg 2 xrg 2 xdx ; como: rg 2 = sec 2 x-1; Luego: 

= J rg 2 xrg 2 xdx = J rg 2 x( sec 2 x-l)dx =J rg 2 x sec 2 xdx- J zg l xdx 

= f (rgx) 2 sec 2 xdx - f S 6 n , *d x = f (rgx) 2 sec 2 xdx - [ C ° S X 

J V a ’ J rnc 2 V J V a 7 J 


-dx 


COS“ X 


| (rgx ) 2 sec 2 xdx - J sec 2 xdx + j dx ; Sea: w = rgx, dw = sec 2 xdx 

¿ 

3 


3 3 

| w 2 dw - J sec 2 x +| dx = — - rgx + x + c = — — rgx + x + c 


Respuesta: J r g 4 xdx = — ^ — rgx + x + c 

3.15.-Encontrar: J sec 6 xdx 

Solución.- 1 sec 6 xdx = J (sec 2 x) 2 sec 2 xdx ; como: sec 2 xdx = 1 +rg 2 x 

= | (sec 2 x) 2 sec 2 xdx = J (l + rg 2 x) sec 2 xdx = J (1+ 2rg 2 x + rg 4 x)sec 2 xdx 

= | sec 2 xdx + 2j" (rgx) 2 sec 2 xdx + J (rgx) 4 sec 2 xdx ; Sea: u = rgx, du = sec 2 xdx 
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- . . 21 2 1 
= sec 2 xdx + 2 irdu + u 4 du = zgx + —u 3 + — u 5 +c = zgx + — zg 3 x + — zg 5 x + c 
J J J 3 5 3 5 

Respuesta: J sec 6 xdx = zgx + ^zg 3 x + ^zg 5 x + c 

3.16.-Encontrar: J zg 3 2xdx 

Solución. - 

| zg 3 2xdx = | zg2xzg ¿ 2xdx = j zg 2x(sec 2 2x-l)dx = j rg 2xsec 2 2 xdx- J zg2xdx 
Sea: u = zg2x, du = 2 sec 2 2xdx ; Luego: 


1 


cos2x 


+ c 


zg 2x 1 

— tn 

4 2 


1 


cos2x 


+ c 


= -^ J udu-j zg2xdx = g |sec 2x| + c = 

Respuesta: J zg 3 2xdx 

3.17. -Encontrar: J zg 2 Sxdx 

Solución.- J zg ¿ Sxdx = J (sec 2 5x-l)dx = J sec 2 5xdx- J dx = irg5x-x + c 

Respuesta: J zg ¿ 5xdx = -^rg5x-x + c 

3.18. -Encontrar: J rg 3 3xsec3xdx 

Solución.- J rg 3 3xsec3xdx = J rg 2 3xrg3xsec3xdx = J (sec 2 3x-l)rg3xsec3xdx 
= | (sec3x) 2 rg3xsec3xdx- J rg3xsec3xdx ; Sea: u = sec 3 x,du = 3sec3xrg3xdx 

Luego: — J u 2 du |3rg3xsec3xdx ; como: d(sec3x) = 3rg3xsec3xdx , se admite: 

1 f l f 11 1,1 

— u du — d(sec3x) = — u — sec3x + c = -sec 3x — sec3x + c 
3 J 3 J 9 3 9 3 

Í O 1 o 1 

zg 3xsec3xdx = — sec 3x--sec3x + c 

3. 19. -Encontrar: J rg^x sec 4 xdx 

Solución. -Jrg^xsec 4 xdx = j rg^x( sec 2 x)sec 2 xdx = J rg^x(l + rg 2 x)sec 2 xdx 
= | (rgx)^ sec 2 xdx + J (rgx)^ sec 2 xdx ; Sea: u = zgx, du = sec 2 xdx 

Luego: J u^du + Ju^du = + c = -^-rg^x + ^-rg^ +c 

Respuesta: J rg^xsec 4 xdx =-^-rg^x + ^rg^ +C 

3. 20. -Encontrar: J rg 4 x sec 4 xdx 

Solución.- j"rg 4 x(sec 2 x)sec 2 xdx = J rg 4 x(l+ rg 2 x)sec 2 xdx 
= | (rgx) 4 sec 2 xdx + J (zgx) 6 sec 2 xdx ; Sea: u = rgx, du = sec 2 xdx 
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Luego: Ju 4 du + Ju 6 du =-^- + ^- + c 

__ x r 4 4 , rg 5 x rg 7 x 

Respuesta: J rg xsec xdx = — - — i — - — 

3.21.-Encontrar: J co rg 3 xcosec 4 xdx 

Solución.- Jcorg 3 x cosec 4 xdx = J corg 3 x(co sec 2 x)cosec 2 xdx 
Como: eos ec 2 x = l+corg 2 x; Luego: 

J corg 3 x(l + corg 2 x)cosec 2 xdx = j co rg 3 x cosec 2 xdx + Jcorg 5 xcosec 2 xdx 
Sea: u = co rgx, du = - eos ec 2 xdx , 

u 4 i¿ 6 

Luego: -J u 3 du -J u 5 du = + c = - 


rg 5 x rg 7 x 
y + — — + c 


+ c 


co rg 4 x cor g 6 x 


+ c 


co rg x co rg x 


Respuesta: | co rg 3 x cosec 4 xdx 

3. 22. -Encontrar: J co rg3x cosec 4 3xdx 

Solución.- Jcorg3x cosec 4 3xdx = J corg3x(cosec 2 3x) cosec 2 3xdx 
J corg3x(l + corg 2 3x)cosec 2 3 xdx = J corg3x cosec 2 3xdx + Jcorg 3 3xcosec 2 3xdx 


Sea: u = co rg3x, du = -3 eos ec 2 3xdx ; 


= _u^_í/ +c = 
6 12 


Luego: 

corg 2 3x corg 4 3x 
6 12 
corg 2 3x corg 4 3x 
6 12 


+ c 


+ c 


— — fudu-- [u 3 du 
3 J 3 J 

Respuesta: | corg3x cosec 4 3 xdx 

3.23.-Encontrar: J cosec 4 2 xdx 

Solución. -j" cosec 2 2xcosec 2 2 xdx = J (l + corg 2 2x) cosec 2 2xdx 
J cosec 2 2 xdx + J co rg 2 2 x cosec 2 2 xdx ; Sea: u = corg 2 x, du = - cosec 2 2 xdx 

r 7 lfn 1 u 3 

Luego: J cosec 2 xdx — J irdu = — corg 2 x + c = - 


corg 2 x corg 3 2 x 


+ c 


corg 2 x corg J 2 x 


+ c 


Respuesta: J co sec 4 2xdx = - 

3.24.-Encontrar: J co rg 3 x cosec 3 xdx 

Solución.- Jcorg 3 xco sec 3 xdx = J corg 2 xcosec 2 x co rgx co sec xdx 

Como: co rg 2 x = cosec 2 x- 1 ; Luego: J (cosec 2 x-l)cosec 2 xco rgx cosec xdx 

= J (co sec 4 x co rgx co sec xdx - J co sec 2 x co rgx co sec xdx 

Sea: u - eos ecx, du = - eos ecx co rgxdx ; 
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Entonces: -fu 4 du + í u 2 du = -— + — + c- 
J J 5 3 

„ x r i i , eos ec 5 x eos ec 3 x 

Respuesta: J co rg xcosec xdx = 1 t-c 

3.25.-Encontrar: J co r g 3 xdx 

Solución.- Jcorg 3 xdx = j corg 2 xcorgxdx = J (eos ec 2 x-l)co rgxdx 

= J eos ec 2 x co rgxdx - J co rgxdx ; Sea: u = co rgx, du = - eos ec 2 xdx 

, r . r , u 2 . , , co rg 2 x „ , , 

Luego: -J udu-J co rgxdx = ég|senx| + c = c7/|senx| + c 


eos ec 5 x cosec 3 x 
+ + c 


Respuesta: J co rg 3 xdx 


co rg x 


-£g|senx+c 


EJERCICIOS PROPUESTOS 

Usando esencialmente el mecanismo tratado, encontrar las siguientes integrales: 

3.26.- Jrg 2 5xdx 3.27.- Jsenxcosxdx ~ — f dx 


cos2x 


cosx 


dx 


3.29.- J 

3.32.- 1 rg 3 4xsec 4xdx 

3.35.- J (sec x + eos ecx ) 2 dx 
3.38.- J s e n 8x s e n 3xdx 


sen 2x 


sen x 


-dx 


secx 


dx 


3.41.- f| 

3.44.-J(rg 3 f + rg 4 f)dx 

3.47.- J dx 

3.50.- f 

J eos 0 4x 

3.53.- J sen 5 f dx 

3.56.- J sen 3 feos 5 fdx 
•l-cos2x 


3.28.- f- 

J sec2x 

3.30.- jVcosxsen 3 xdx 3.31.- J rg 1 f sec 2 f dx 

3.33.- J sen 2 £dx 

3.36.- Jsec 3 f rg-f dx 
3.39.- J eos 4x eos 5xdx 

3.42.- í -^^-dx 
J sen x 


3.34.- J 

3.37.- 1 rg 4 2xsec 4 2 xdx 
3.40.- J s e n 2x eos 3xdx 
3.43.- J eos ec 4 3xdx 


3.45.- Jcorg 3 fdx 3.46.- Jcorg 4 -fdx 


sen xcosx 
dx 


3.48.- 1 


eos x 


sen x 


dx 


dx 


sen 2 xcos 4 x 


-dx 


3.59.- í 

J l + cos2x 

3.62.- Jsen ¿ 2xcos 2 2 xdx 


3.51.- [ C ° S * dx 

J 1-senx 

3.54.- J Vi- eos xdx 

3.57.- J sen 2 xcos 2 xdx 

3.60.- J- 


3.49.- J 
3.52.- Jcos 3 ydx 

3.55.- f dx 


cosec 


eos x 


V 


dx 


senx 


3.63.- J eos 4 xdx 


3.58.- J sen 4 xcos 2 xdx 
3.61.- J sen 3 2xdx 

3.64.- J rg 4 xsec 2 xdx 
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3.65.- J rg 2 3 x sec xdx 
3.68.- Jcorg 2 2xcosec 2 2xdx 

3.71.- J sec" xrgxdx; (n + 0) 

3.74.- Jrg n xsec 2 xdx;(n + -1) 
3.77.- J s e n" x eos xdx; (n + -1) 
3.80.- J eos x"sen xdx; (n + -1) 
3.83.- J eos 2 "" 1 xdx 


3.66.- J sec 6 aOdd 

3.69.- J — dx 


eos x 
eos 3 x 


dx 


sen" x 


3-72-J 

3.75.- Jsen 6 xdx 
3.78.- j corg n axdx 
3.81.- jrg "xdx 


3.67.- Jsec xdx 

3.70.- J sec 4 3xrg3xdx 

dx 


sen 4 x 


3 - 73 -í; 

3.76.- Jsen 4 axdx 
3.79.- Jcorg 4 3xdx 
3.82.- 1 rg 4 xdx 


RESPUESTAS 

3.26. - J rg 2 Sxdx = J (sec 2 5x-l)dx = J sec 2 5xdx + | dx = ^rg 5 x- x + c 

3.27. - fsenxcosxdx = — f 2senxcosxdx = — Ísen2xdx = - — cos2x + c 

J 2 J 2 J 4 

3.28. - í — — — = í eos 2 xdx = — sen2x + c 

sec2x ■* 2 

_ __ pcos2x, r eos 2 x-sen 2 x , rcos^x , rsen 2 x , 

3.29. - dx = dx = —rdx- dx 

J COSX J COSX J £0SX J cosx 

= í eos xdx - f- — X dx = [ eos xdx - f + f eos xdx = 2 í eos xdx - í sec xdx 

J J ffjc v J J ^ » J J 


cosx 

= 2sen x-ir¡ |sec x + rgx| + c 

3.30.- j Veos x sen 3 xdx = J Vcosxsen 2 xsenxdx = j Veos x(l-cos 2 x) sen xdx 
= J Veos x sen xdx- J Veos x eos 2 xsen xdx = J cos^xsen xdx- Jcos^xsen xdx 

Sgs. u — eos Xj du — sen xí/x , Luego: -J u du + Ju^du = ~—u /2 +—u / ' 2 +c 


2 y 2 7 / 

= — eos + — cos /2 + c 

3 7 




eos 3 x + — Veos 7 x + c 
7 


= — eos x Veos x + — cosx 3 Veos x + c 
3 7 


3.31. - Jrg 2 f sec 2 fdx = J(rg f) 2 sec 2 fdx ; Sea :u =rgf,du = ^sec 2 |dx 
3j (rg f) 2 f sec 2 f dx = 3j u 2 du = u 3 + c = rg 3 f + c 

3.32. - Jrg 3 4x sec 4xdx = J (rg 2 4x)rg4x sec 4xdx = J (sec 2 4x-l)rg4xsec4xdx 

= J sec 2 4xrg 4x sec 4xdx - J rg 4x sec 4xdx ; Sea: u = sec 4x, du - 4 sec 4xrg 4xdx 
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i r 2 , i r , iu 3 i 
— \u du — du = u+c 

A J A J A ^ A 


sec 3 4x sec4x 


4 3 
1-cos2í 


3.33.- Jsen 2 £dx = J dx = J 


12 
• 1 — eos 


■ + c 


X 1 

-klx = — 


J dx — J cosf dx 


1 3 

= — x — s en± + c 


_ _ . rsen2x, r 2 S^-TfxCOS X , r , 

3.34.- — — dx = — — — — dx = 2 eos xdx = 2senx + c 

J SenX J carTv J 




3.35.- J (sec x + eos ecx ) 2 dx = J (sec 2 x + 2 sec x eos ecx + eos ec 2 x)dx 
= J sec 2 xdx + 2 J sec x eos ecxdx + J eos ec 2 xdx = J sec 2 xdx + 2 j ^ 


cosx senx 


í sec 2 xdx + 2 x 2 í — f í eos ec 2 xdx - [ sec 2 xdx + 4 í 

J J 2cosxsenx J J J 

J sec 2 xdx + 4j eos ec2xdx + J eos ec 2 xdx 


dx 


sen2x 


dx + J eos ec 2 xdx 
+ J eos ec 2 xdx 


= t gx + y^ír¡ |cos ec2x - co rg 2x| - co rgx + c 
= rgx + 2ig |cos ec2x - co rg 2x| - co rgx + c 

3.36. - J sec 3 f rg f dx = J (sec 2 -f) sec f rg f dx 

Sea :u = sec f,du = jsec frgfdx, 

, ,f 2 j , u 3 4sec 3 1 

Luego: 4j u~du = 4— + c= — + c 

3.37. - J rg 4 2xsec 4 2 xdx = J rg 4 2x(sec 2 2x)sec 2 2 xdx = J rg 4 2x(l + rg 2 2x) sec 2 2 xdx 
= J(rg2x) 4 sec 2 2xdx + J(rg2x) 6 sec 2 2 xdx 

Sea: u = rg2x, du = 2sec 2 2xdx , Luego: 

1 1 11 
= — J(rg2x) 4 2sec 2 2xdx + — J (rg 2x) 6 2sec 2 2 xdx = — Ju 4 du + — J u 6 du 


IhL+IhI 

2 5 2 7 


rg 5 2x rg 7 2x 
+ c = — — + — + c 


10 14 

3.38.- Jsen8xsen 3xdx 

Considerando: señasen ¡5 = — [cos(a-/?)-cos(a + /?)] 

1 


Luego: sen8xsen3x = — (cos5x-cosllx) ; Se tiene: 

= i J (eos 5x - eos 1 lx) dx = i J eos 5xdx - i J eos 1 lxdx = 
3.39.- J eos 4x eos 5 xdx 


sen5x senllx 


10 


22 


- + c 


Considerando: cosacos ¡3 = ^[cos(a -/?) + cos(a + /?)] 
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Luego: cos4xcos5x = — (cos(-x) + cos9x) ; 


Como: cos(-x) = cosx => — (cosx + cos9x) ; entonces: 

J eos 4x eos 5 xdx = — J ( eos x + eos 9x)dx = — J eos xdx + — J eos 9 xdx 


senx sen9x 

= 1 h C 

2 18 

3.40.- J s e n 2x eos 3 xdx 


1 , 


Considerando: sen a eos J3 = — [sen(cr-/?) + sen(cr + /?)] 

\ 

Luego: sen 2xcos3x = — [sen(-x) + sen 5x] 

Como: sen(-x) = - senx => ^(-senx + sen5x) ; entonces: 

Jsen 2xcos3xdx = — | (-senx + sen5x)dx = - — Jsenxdx + — Jsen5xdx 


1 1 

= — cosx cos5x + c 

2 10 


3.41,fí^U=f 

J 1 rgx J J 


i 

senx 

^ J 


fí 1 j r 4 p 2 2 

dx = eos ec xdx = eos ec x eos ec xdx 

J senx J J 


= | (1 + co rg 2 x) eos ec 2 xdx = J cosec 2 xdx + J co rg 2 x eos ec 2 xdx 
Sea: u = co rgx, du = - eos ec 2 xdx 


Luego: J eos ec 2 xdx-Ju 2 du = - co rgx- — + c = - co 


rgx- 


co rg x 


+ c 


eos x 1 


sen x senx 


dx = | co rg 3 x eos ecxdx 


_ . _ r eos x , r 

3.42. - F = j 

J sen x J 

= | (corg 2 x)corgx eos ecxdx = J (cosec 2 x-l) corgx eos ecxdx = 

= J eos ec 2 x co rgx eos ecxdx - J co rgx eos ecxdx 

Sea: u = eos ecx, du-- eos ecx co rgxdx 

, r 2 , f, u 3 cosec 3 x 

Luego: -J u du + J du = + u + c = heos ecx + c 

3.43. - J cosec 4 3xdx = J (cosec 2 3x)cosec 2 3xdx = j (1 + co rg 2 3x) eos ec 2 3x)dx 
= J eos ec 2 3xdx + J co rg 2 3x eos ec 2 3xdx 

Sea: u = co rg3x, du = -3 eos ec 2 3xdx 

, r , Ir 2 j 1 o 1 3 corg3x corg 3 3x 

Luego: cosec~3xdx — u~du = — corg3x — u +c = he 

3 J oj o a q q q 
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3 . 44 .- J (rg 3 f + rg 4 f )dx = J rg 2 f dx + Jrg 4 fdx = j (rg 2 f)rg f dx + J (rg 2 f)rg 2 f dx 
= J (sec 2 f - l)rg f dx + J (sec 2 f - l)rg 2 f dx 
= J sec 2 f rg f dx - J rg f dx + J (sec 2 f )r g 2 f dx - J rg 2 f dx 
= J sec 2 f rg f dx - J rg f dx + J (sec 2 f )rg 2 f dx - J (sec 2 f - l)dx 
= J sec 2 f rg f dx - J rg f dx + J (sec 2 f)r g 2 f dx -J sec 2 f dx + J dx 


1 

Sea:u = rgf,du =-sec fdx 


Luego: 3j udu - Jrgf dx + 3j u 2 du -J sec 2 fdx + J dx 

= — u 2 - 3(? g |sec 1 1 + u 3 - 3rg f + x + c = — rg 2 f - 3/? g |sec f | + rg 3 f - 3rg f + x + c 
3 . 45 .- J co rg 3 fdx = J (co rg 2 f) co rg f dx = J (eos ec 2 f - 1) co rg f dx 
= J eos ec 2 f co rg f dx - J co rg f dx ; Sea: u = eos ec f , du = - i eos ec f co rg f dx 
Luego : -3 j* (eos ec f )(- 4^ eos ec f co rg f )dx - J co rg f dx = -3j udu - J co rg f dx 


-3í7 l 


-3íg 


sen | + c = - 


-3 cosec 


-3/?g sen f +c 


3 . 46 . - J co rg 4 fdx = J (co rg 2 f) co rg 2 f dx = J (eos ec 2 f - 1) co rg 2 f dx 

= J cosec 2 f corg 2 f dx- J co rg 2 f dx = J cosec 2 f corg 2 fdx- J (cosec 2 f-l)dx 
= J eos ec 2 f co rg 2 f dx - J eos ec 2 f dx + J dx 

Sea \u = corgf,du = -— cosec 2 fdx 

6 

Luego: -6j u 2 du - J eos ec 2 f dx + J dx = -2u 3 + 6 co rg f + x + c 
= -2 co rg 3 f + 6 co rg f + x + c 

3.47. - j dx 

Luego: J 

4 
4 


sen xcosx 
sen 2 x + cos 2 x 
sen J xcosx 


Como: sen" x + cos x = 1, 


dx = \ 


dx 


sen xcosx 


- + 


■ eos xdx 


sen x 


sen 2 x + cos 2 x 


sen xcosx 
dx 


dx + J 


eos xdx 


sen x 


í 


dx 


sen xcosx 


- + 


eos xdx p eos xdx 


r eos xux r 

I ~ +1 

J sen x J 


sen x 


sen xcosx 


J 


dx 


sen 2x 


+ 


| (s e n x) 3 eos xdx + j (s e n x) 5 eos xdx 
J (s e n x)~ 3 eos xdx + J (s e n x)~ 5 eos xdx 


2 j eos ec2xdx + j (s e n x) 3 eos xdx + j (s e n x) 5 eos xdx (*) 
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Sea: u - sen x, du = eos xdx , Luego: 

Í r r i 1 1 

cosec2xdx+ u^ 3 du+ u 5 du = tr¡ cosec2x-corg2x j + c 

J J 2u 4u 

= ít]\cosec2x-corg2x\ — — + c 


= ír¡ cosec2x-corg2x - 


2sen ¿ x 4sen 4 x 
cosec 2 x cosec 4 x 


■ + c 


_ . „ r COS X , r 

3.48.- — dx = 

J sen x J 


eos - x 1 
sen 2 x sen 4 x 


dx = j corg 2 x eos ec 4 xdx 


= jeorg 2 x(cos ec 2 x ) eos ec 2 xdx - J co rg 2 x(l + co rg 2 x) eos ec 2 xdx 
= Jco rg 2 xcosec 2 xdx + Jco rg 4 xcosec 2 xdx 
Sea: u = co rgx, du = - eos ec 2 xdx , 


Luego: -Ju 2 du-Ju 4 du 

3 - 49 --J — 

J c¿>n vrnQ v J 


u 3 u 5 co rg 3 x co rg 5 x 

3 5 C ~ C 

sen 2 + cos 2 x 


3 

dx 


sen - xcos x •> sen xcos x 


J rr»Q v 


dx 


J sec 4 xdx + J 


dx 


eos x ^ sen xcos - x 
dx 


(senxcosx) 


í sec 4 xdx + í = í sec 4 xdx + 4 í 

J J ,sen2x 0 J J 


dx 


2 


sen - 2x 


| sec 4 xdx + 4j eos ec 2 2xdx =| sec 2 x sec 2 xdx + 4j eos ec 2 2xdx 
| (1+ rg 2 x) sec 2 xdx + 4j cosec 2 2xdx = J sec 2 xdx + J rg 2 xsec 2 xdx + 4^ cosec 2 2xdx 


Sea: u = rgx, du = sec 2 xdx , 


Luego: J sec 2 xdx + |u 2 du + 4j cosec ¿ 2xdx = rgxn 2corg2x + c 


rg 3 x 

= t gx + — 2corg2x + c 


3.50.- 1 


3 

dx 


í sec 6 4xdx = í (sec 2 4x) 2 sec 2 4xdx = í (1 + rg 2 4x) 2 sec 2 4 xdx 
eos 0 4x J J J - 

J(l+2rg 2 4x + rg 4 4x)sec 2 4xdx 
J sec 2 4xdx + 2 J (rg4x) 2 sec 2 4xdx + J (rg 4x) 4 sec 2 4xdx 


Sea: u = rg4x, du = 4sec 2 4xdx , Luego: 


r Ir Ir 

J sec 2 4xdx +— J u 2 du + — J u 4 du 


rg 4x 1 u 3 1 u 5 


• H 1 hC — 

4 2 3 4 5 4 


rg4x rg 3 4x rg 5 4x 


- + - 


- + - 


20 


+ c 


_ r eos x , r eos 3 x(l + senx) , reos xti + se...., , 

3.51.- dx = -dx = — -dx 

J l-senx J l-sen - x J ^os^x 

= J eos x(l + s e n x)dx = J eos xdx + J eos x s e n xdx = J eos xdx + — J s e n 2 xdx 


cos^ x(l + senx) 
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= senx — cos2x + c 
4 

3 . 52 . - Jcos 3 fdx = | (eos 2 f) eos fdx = J(l-sen 2 f) eos fdx 
= J cosf dx-Js en 2 f cosf dx 

Sea:u = senf,du = ^ eos fdx 

Luego: = J cosf dx-7j u 2 du =7senf — — + c = 7senf- — sen 3 f + c 

3 . 53 . - Jsen 5 f dx = J(sen 2 f) 2 sen fdx = J (1-cos 2 f) 2 senfdx 

= J (1- 2 eos 2 f + eos 4 f)senfdx = jsenfdx-2j eos 2 f senfdx + Jcos 4 f senfdx 

Sea: u = cosf , du = --^-senf dx , Luego: 


= Jsenf dx + 4ju 2 du -2ju 4 du = -2 cosf + 

4cos 3 f 2cos 5 f 

= -2 eos f H + c 

2 3_ 5 

3 . 54 .- J Vl-cosxdx 


4u 2u" 


- + c 


Considerando: sen 2 a = 


1-cos 2cr 


Se tiene:sen 2 f = 


l-cos2x 


, y 2cr = x 

además: 1- eos x = 2 sen 2 f 


Luego: J ^2 sen 2 fdx = V2|senfdx = - 2 V 2 cosf + c 


3-55-J 


dx 


cosec 


J s e n 4 fdx = J (s e n 2 f) 2 dx : 


1 — eos ^ 


dx 


^-J (l-2cos^ + cos 2 ff )dx = ^-J dx-^J cos^dx-f-^-J eos 2 ^dx 

Ir Ir 1 rl+COS— Ir Ir Ir 

- [dx — [ cos-y L dx + — [ —dx = — [dx — [ cos-^dx + — [ (l + cos4f)dx 

/j » 2 J 4 J 2 4 J 2 J 8 J 

ir ^ i* lp 1 j* 3 c lp 3 i* 

- dx — eos ff dx + — dx + — eos 4f dx = — dx — eos dx + — eos ff dx 


4- 

3 


1 3 


1 3 


= — x senfM sen4f + c = — x 

822 3 84 3 8 


3sen4f 3sen4f 

- + - + c 


4 32 

3 . 56 .- J sen 3 feos 5 fdx = Jsenfsen 2 feos 5 fdx = Jsenf (1-cos 2 f) eos 5 fdx 
= Jsenf eos 5 fdx- Jcos 7 f senfdx 


Sea: u = cosf, du = — senfdx 
2 
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Luego: -2j u 5 du + 2j u 7 du 


2 u 6 2 u 8 u 6 u 8 

H + C = H + C = ■ 

6 8 3 4 


3.57.- J sen 2 xcos 2 xdx = J (senxcos x) 2 dx = j dx = ^-J sen 2 2xdx 


eos 


- + - 


eos 


- + c 


1 r 1 — Ir 1 r 1 r 

| dx = — | (1- eos 4x)dx = — | dx — j eos 4 xdx 


X 1 

= sen4x + c 

8 32 


3.58.- J sen 4 xcos 2 xdx = J (sen 2 xcos 2 x)sen 2 xdx = J (senxcosx) 2 sen 2 xdx 


sen 2x 


1-cos2xV 1 


V 


I' 


\dx = — I sen 2 2x 

J 4' 


l-cos2x^l 


Jdx 


8 

1 

16 


ísen 2 2xdx-- 

[sen 2 2xcos2 xdx = — 

rl-cos4x , 

— — — — dx- 


J 8 J 

1 8* 

1 2 

8 J 


[dx- — ícos4xdx-- [sen 2 2xcos2xdx(*) 
J 16 J 8 J 


Sea : u = sen2 x,du = 2 eos 2 xdx , luego: 


(*) = — [ dx- — í cos4xdx-— í u 2 du 
16 J 16 J 16 J 


1 u a 


= — x sen4x he 

16 64 16 3 


1 sen4x sen 2x 
_ 16 X 64 48 +C 


_ r 1 — eos 2x , r 

3.59.- dx = 

J 1 _j_ rnc 9 v J 


l + cos2x 


l-cos2x 

JL 

l + cos2x' 


dx = í Sen . ; X dx = í rg 2 xdx = í (sec 2 x -l)dx 
j cos x j j 


= J sec 2 xdx - J dx = rgx -x + c 

3 

3.60.- [ . dx = í (sen x) ^ eos 3 xdx = í(senx) eos 2 xcos xdx 
J vsenx J J 

= J(senx) ^(l-sen 2 x) cos xdx = J(sen x) ^ cos xdx - J s e n^ xcosxdx(*) 
Sea: u = senx, du = cos xdx , luego: 


2^ 


sen x 


- + c 


(*) = Ju ^du - J u^du = 2 

3.61.- J sen 3 2xdx = Jsen J 2xsen2xdx = J (1-cos 2 2x)sen2xdx 

= Jsen2xdx-Jcos 2 2xsen2xdx(*) 

Sea: u - cos 2 x,du = -2 sen 2 xdx , luego: 

, . f „ 1 f u 2 1 1 u 3 1 u 3 

(*) = sen 2x + — — du = — cos2xh h c = — cos2xh h c 

J 9 J 9 9 99 9 R 


2 J 2 

1 (eos 3 2x) 

= — cos2xh he 

2 6 


2 3 
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3.62.- Jsen 2 2xcos 2 2 xdx = J 


l-cos4x^ 
2 , 


l + cos4x 


dx = — J (1-cos 2 4 x)dx 


— í dx-— í eos 2 4 xdx = — í dx-— f í l + cos 8x = — f dx-- í (l + cos8x)dx 

A j A j A j ¿Jl 9 J A i rJ 


1 j* 1 r 1 j* 1 j* 1 j* 

— \ dx — dx — cos8 xdx = - dx — cos8 xdx 
a J rJ rJ rJ rJ 


8- 

x sen8x 


3.63.- J eos 4 xdx = J (eos 2 x) 2 dx = j 


8- 

l + cos2x 


8 64 

1 


- + c 


dx = —j( 1 + eos 2 x) 2 dx 


Ir lrlr Ir 

— J (l + 2cos2x + cos 2 x)dx = — J dx + — J cos2xdx +— J eos 2 2 xdx 

- Jdx + — J cos2xdx + — jí ^ + C ° S ^ X ldx = — Jdx + — J cos2xdx +— J (l + cos4x)dx 


2- 

Ir 1 i* lp 3 p p lp 

- dx + — eos 2 xdx + — dx + — eos 4xdx = — dx + — eos 2 xdx + - eos 4xdx 
4 J 2 J 8 J 8 J 8 J 2 J 8 J 


3 1 1 

= — x + — sen2xn sen4x + c 

8 4 32 

3 . 64 . - J rg 4 x sec 2 xdx 
Sea: u = rgx, du = sec 2 xdx 

Luego: Ju 4 du = ^- + c=-^- 

3 . 65 . - J rg 3 xsecxdx = J rg 2 xrgx sec xdx = J (sec 2 x-l)rgxsec xdx 
= | (sec 2 x)rgx sec xdx - J rgx sec xdx 

Sea: u - sec x, du = sec xrgxdx 


+ c 


Luego: J u 2 du - J du = — — u + c : 


sec 3 x 


-secx + c 


3 3 

3.66.- Jsec 6 a6dd = J sec 4 a6 sec 2 a6dd = J (sec 2 a6) 2 sec 2 a^dé? 
= J (1+ r g 2 aO) 2 sec 2 aOdO = J (1+ 2zg 2 a0 + rg 4 ad)sec 2 aOdO 
= Jsec 2 a0d6) + 2j rg 2 aO sec 2 addO + ^rg^ad sec 2 a^dí? 

Sea: u = rgaO,du = asee 2 aOdO , Luego: 

— fdu 

a J 


íu 2 du + — íu 4 du = — 

r 3 5 1 

2u u 
u + + — 

1 ’ 

+ c = — 

J o J a 

3 5 

a 


_ 2 rg 2 ad rg 5 ad 
rgad + — + — 


+ c 


3.67.- Jsec xdx = J 


sec x(rgx + sec x)dx r sec xrgx + sec 2 x 


rgx + sec x 




-dx 


rgx + sec x 


Sea: u = sec x + rgx, du = (sec xrgx + sec 2 x)dx 
Luego: J — = ^g|u| + c = £r/\secx + rgx| + c 
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3.68. - J co rg 2 2x eos ec 2 2 xdx 

Sea: u = co rg 2x, du = -2 eos ec 1 2 xdx 

, 1 r 2 , u 3 corg 3 2x 

Luego: — u du = + c = + c 

i j k k 

3.69. - 1 


f sen X dx- 

•sen 2 xsenxdx 

|-(l-cos"x)senxdx 

•sen xdx f 

2 ^ 

eos X J 

eos 2 x * 

eos 2 x ^ 

eos 2 x 


| s e n xdx 


Sea: u = cosx, du = -sen xdx , 

Luego: - [u~ 2 du - [sen xdx = — + cos x + c = — - — heos x + c = secx + eos x + c 
J J u cosx 

3.70.- J sec 4 3xrg3xdx = J sec 3 3x(sec3xrg3x)dx 
Sea: u = sec 3 x, du = 3sec3xrg3xdx 


. Ir 3 , iif’ u ' 

Luego: - u du = + c = — + c 

3 J 3 4 12 12 

3.71.- J sec" xrgxdx = j sec" 1 x(sec xrgx)dx 

Sea: u = sec x, du = sec xrgxdx , Luego: 

sec" x 


lu 4 


sec 4 3x 


- + c 


fu"- 1 du = - 

J r 


= + C =- 

n 


- + c,(n + 0) 


3.72.- 1 

1 


eos x 


dx = J 


senx 


sen" x 
-senx + c 

dx 


eos xcosx 
sen 2 x 


dx = J 


(1-sen 2 x)cosx 


sen x 


dx = J 


eos xdx 


sen x 


eos xdx 


3-73.- J = J 

J sen x J 


•sen 2 x + cos 2 x 


dx = í^^ + í 

J c o n v J 


J eos ec 2 xdx + J 


sen x 
eos 2 x dx 
sen 2 x sen 2 x 


eos" x 


dx 


sen x J sen x 


J eos ec 2 xdx + J co rg 2 x eos ec 2 xdx 


1 3 

= - co rgx - - co rg x + c 


3.74. - Jrg"xsec 2 xdx;(n + -1) 

Sea: u = rgx, du = sec 2 xdx 

, r „ u" +1 rg" +1 x 

Luego: u du = + c = — + c,(n + -l) 

J n+1 n+1 

3.75. - J sen 6 xdx = J (sen 2 x) 3 dx = JÍ 


l-2cos2x 


dx 


^J(l-3cos2x + 3cos 2 2x-cos 3 2 x)dx 
— jj" dx-3j cos2xdx + 3j eos 2 2xdx- Jcos 3 2 xdx 
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5x sen2x 3sen4x sen 3 2x 

— 1 1 

i r a r a a n 


i -t Ut ‘tu 

3.76.- j sen 4 axdx = J (sen 2 ax) 2 dx = — J (l-cos 2 ax) 2 dx 

11 1 

= J (l- 2 cos 2 ax + cos 2 2ax)dx = — Jdx- — J cos 2 axdx + — J eos 2 2axdx 
11 111 3 1 1 


1 1 „ 1 1 1 „ , 3 1 1 

= — x sen2ox + — (— xh sen4ax) + c = — x sen2axn sen4ax + c 

4 4a 4 2 8a 8 4a 32a 

3.77.- í s e n" x eos xdx = — — + c, (n + -1) 

J n +1 


3-78-J 

= J co Tí 


co rg n axdx = 


co rg n 2 ax eos ec 2 axdx -j 
9.- j corg 4 3xdx , Hacieni 


'x = + c, (n + -1) 

n+1 

J co rg"“ 2 ax co r g 2 axdx - Jco rg n2 ax(cosec 2 ax-l)dx 

i f n— 2 j 1 CO 7” Q QX j * n _2 j 

axdx - co rg axdx = co rg axdx 

J n n —1 J 


f n— 2 2 j f n— 2 j 1 CO 7" O QX j* n _2 j 

co 7"g ax eos ec axdx - co rg axdx = co rg axdx 

J J a n-1 J 

3.79.- jco rg 4 3xdx , Haciendo uso del ejercicio anterior: 

corg 3 3x r 2 -, corg 3 3x r. 2ri ... 

2 rn rn+3xdx = 2 fcospr+3x -IWx 


org 3 3x r , corg 3 3x r. 2 „ ... 

— I co rg ~ 3 xdx = - I (eos ec 3x - l)dx 

3x3 9 

corg 3 3x r , , r, corg 3 3x r n 

= cosec‘3xdx+ dx = cosec 3xc 

9 J J 9 J 

org 3 3x corg3x 


corg 3 3x corg3x 

Q ^ 


cosec 2 3xdx + J dx 


+ x + c 


3.80. - í cosx" sen xdx = — - + c;(n + -1) 

J n+1 

3.81. - 1 rg n xdx = J rg n 2 xrg 2 xdx = J rg n_2 x(sec 2 x -1 
= | rg"~ 2 x sec 2 xdx- J rg n ~ 2 xdx = T ^ X - J rg"~ 2 xdx 

3.82. - f rg 4 xdx = rg - f rg 2 xdx = 1^- f (sec 2 . 

J 3 J 3 J 


'sec 2 x — ] 


_ rg x 


^-ísec 2 xdx-ídx = ^-^- 
3 J J 3 


3.83.- Je 

Sea: u = 


cos 2n+1 xdx = 


> t g x 

dx = rgx + x + c 

3 

cos 2n x eos xdx = J (eos 2 


eos 2 x')" eos xdx = f (1 


fórmula del binomio de Newton y calculando cada sumando, cuyas integrales son 
del tipo: Ju"du . 

Las fórmulas provenientes de los ejercicios 3.78 y 3.81, se denominan fórmulas 
de reducción y su utilidad es obvia. Más adelante, en otros capítulos, usted 
deducirá nuevas fórmulas de reducción. 
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CAPITULO 4 


INTEGRACION POR PARTES 

Existe una variedad de integrales que se pueden desarrollar, usando la 
relación: J udv = uv-jvdu . 

El problema es elegir uydv, por lo cual es útil la siguiente identificación: 

I: Función trigonométrica inversa. 

L: Función logarítmica. 

A: Función algebraica. 

T: Función trigonométrica. 

E: Función exponencial. 

Se usa de la manera siguiente: 

EJERCICIOS DESARROLLADOS 

4.1. -Encontrar: Jxcos xdx 

Solución.- 1 L A T E 

X cosx 

u = x dv = eos xdx 

du=dx y = senx 

.'. | x eos xdx = xsenx-Jsen xdx =x s e n x + eos x + c 
Respuesta: J xcos xdx = xsenx + cosx + c 

4.2. -Encontrar: J xsec 2 xdx 

Solución.- 1 L A T E 

x sec 2 3x 

u = x dv = sec 2 3 xdx 

du = dx v = |rg 3x 

r 2 , 1 ^ 1 r n , xrq 3x 1 „ , . 

.'. J xsec xdx = — xrg3x-— J rg3xdx = — — eg|sec3x| + c 

Respuesta: J xsec 2 xdx = XT ^ X -^-g^|sec3x| + c 

4.3. -Encontrar: J x 2 s en xdx 

Solución.- 1 L A T E 

x 2 senx 
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dv = eos xdx 
v=senx 


u = x 2 dv = senxdx 

du = 2xdx v = -cosx 

jVsen xdx = -x 2 cosx + 2jxcosxdx , integrando por partes la segunda integral: 

r u = x 

x eos xdx ; 

J du = dx 

| x 2 s e n xdx = -x 2 cosx + 2 xsenx-jsen xdx 

Respuesta: J x 2 sen xdx = -x 2 cosx + 2xsen x + 2cosx + c 
4.4.-Encontrar: J (x 2 + 5x + 6) eos 2 xdx 
Solución.- 1 L A T E 

4 \ 


= -x eos x + 2xsenx + 2 eos x + c 


x'+5x + 6 cos2x 

u = x 2 + 5x 4- 6 
du = (2x + B)dx 


dv = eos 2 xdx 


v = — sen2x 
2 


| (x 2 + 5x + 6) eos 2 xdx = 


(x 2 +5x + 6) 


sen2x-— J (2x + 5)sen2xdx 


Integrando por partes la segunda integral: 
I L A T E 

^ \ 

2x + 5 sen2x 

dv = sen2xdx 


u = 2x + 5 
du = 2 dx 


1 0 

v = — cos2x 
2 


J(x 2 +5x + 6)cos2xdx = — sen2x(x 2 +5x + 6)-— (2x + 5)(-^cos2x) + Jcos2xdx 


x +5x + 6 


1 1 r 

sen2x + — cos2x(2x + 5) — J cos2 xdx 


x +5x + 6 „ 2x4-5 _ 1 

sen2xn cos2x — sen 2x4- c 

2 4 4 


Respuesta: J (x 2 + 5x + 6) eos 2 xdx = 


x“ 4-5 x + 6 2x + 5 1 

sen2xn cos2x — sen 2x4- c 


2 4 4 

Nota.-Ya se habrá dado cuenta el lector, que la elección conveniente para el u y el 
dv, dependerá de la ubicación de los términos funcionales en la palabra ILATE. El 
de la izquierda corresponde al u , y el otro será el dv. 

4.5.-Encontrar: J trjxdx 

Solución.- 1 L A T E 

4 i 

lr¡x 1 
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U = i TJX 

, dx 
du= — 
x 


dv = 1 dx 
v = x 


| tijxdx = xírjx-^dx = xÍTjx-x + c = x{ír¡x-V) + c 
Respuesta: j irjxdx = x(ir¡x-l) + c 

4.6.-Encontrar: J trj{a 2 + x 2 )dx 
Solución .- 1 L A T E 

4 \ 

£g(a 2 + x 2 ) 1 
u = ir¡x 


, dx 
du= — 
x 


dv = 1 dx 
v = x 


J tr¡{a 2 + x 2 )dx = xir¡(a 2 + x 2 )-J = x£rj(a 2 + x 2 )- J(2 

2 / 


2 a 2 


2 2 

x +a 


)dx 


dx 


= xÍ 7 j(a 2 + x 2 ) - 2 x + ^ are rg^ + c 


2 2 

x +a 


= x£r/(a 2 + x 2 )-2jdx + 2a 2 j 
= xi r¡(a ¿ + x 2 ) - 2x + 2a are rg f + c 

Respuesta: j i rj(a 2 + x 2 )dx = xir¡{a 2 + x 2 )- 2 x + 2 aarcrg ± + c 


4.7.-Encontrar: 


X + 


4x^i 


dx 


Solución .- 1 L A T E 

4 \ 

|x + Vx 2 -1 


ir¡ 


1 


dv = ldx 
v = x 


u = lr¡ 


x + 


\jx 2 -1 


1+ 


du = — 1 d^du= 1 ■ dx — > du ~ dx 


x + 


Vx^l 


4x^1 


X + 


4x^i 


dx = x£r) 


x + 




xdx 

4x 2 - 1 


Sea : w = x 2 + 1 , dw = 2 xdx . 


Luego: xír¡ 
-x£r¡ 


x + Vx 2 -1 - — J(x 2 -1) / J 2 xdx = xf/7 x + Vx 2 -1 - — Jw ^dw 


X + Vx 2 -1 

1 „ 
h c = xe n 

X 

+ 

xT" 

1 

1 — 1 

- + c = x(? r¡ 

x + Vx 2 -1 


2 K 

1 



Respuesta: 


X + 




dx =xir¡ 


x + 


V* 2 -i - 4 x 2 -í+c 


— 1 + c 
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4.8.-Encontrar: J tifxdx 

Solución.- 1 L A T E 

4 4 

ir¡ 2 x 1 
u = irfx 

1 


dv = 1 dx 

du = 2ir/x — dx v = x 

x 


J trfxdx = xlr¡ 2 x- 2j igx — xdx = xírfx- 2| ír¡xdx 

Por ejercicio 4.5, se tiene: J irjxdx = x(£tjx-l) + c 

Luego: J tr¡ 2 xdx = xitfx- 2[x(^x-l) + c] = xd r/ 2 x - 2x(V rjx -1) + c 

Respuesta: | i rfxdx = xt r/ 2 x - 2x(C r/x-l) + c 

4.9.-Encontrar: J are rgxdx 

Solución.- 1 L A T E 

4 4 

are rgx 1 
u = are rgx 

dx 


du - 


dv = 1 dx 
v = x 

xdx 


l + x ¿ 

| are rgxdx = x are rgx - j 
Sea: w = 1+ x 2 , dw = 2 xdx 


1 + x 2 


, 1 r 2 xdx 1 r dw 1 „ I | 

Luego: x are rgx — = xarcr gx — — = xarc rgx — ít)\w\ + c 

2 J l+x^ 2 J w 2 


= x are rgx - tr¡ |l + x 2 1 + c 


Respuesta: J are rgxdx = xarc rgx- — f^|l+ x 2 | + c 

4.10.- Jx 2 are rgxdx 

Solución.- 1 L A T E 

4 4 

are rgx x 2 

u = are rgx dv = x 2 dx 
dx .. 3 


du = 


1 + x- 


v = - 


X 


r 2 , X 3 Ir X 2 dx X 3 Ir, 

.'. J x are rgxdx = — are rgx - — J = — are rgx - — J (x - 


x 2 +l 


)dx 
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= — are rgx - - í xdx - — [ — V — 
3 3 J 3 J x 2 +l 

— 


xdx 1 
x 2 +l _ 2 


i r¡ x 2 +1 


Luego: are rgx J xdx + ^üjj |x 2 +l| + c = are rgx - — (?g|x 2 +l| + c 


Respuesta: J x 2 are rgxdx = ^- are rgx- J^- + -i £77 |x 2 +l| + c 

4.11.-Encontrar: Jare eos 2xdx 


Solución.- 1 L A T E 

are eos 2x 1 
u = are eos 2x 

, 2 dx 

du = — , 

Jl-4x 2 


dv = 1 dx 


Jare eos 2xdx = xarccos2x + 2j- 
Sea: w = l-4x 2 , dw = -8 xdx 


/l-4x 


Luego: xarccos2x — J 


2 r -8 xdx 


VI -4x 2 


= x are eos 


2x- — f w ^dw=x are eos 2x- — ^- t + c 
A i Al / 


= xarccos2x — Vl-4x +c 
2 


Respuesta: J are eos 2 xdx = x are eos 2x - — Vl-4x 2 + c 


4.12.-Encontrar: J 


ares en V* 


Solución.- 1 L A T E 

4 \ 

are s e n Vx 1 

u = are s e n Vx , -i/ , 

dv = x 7 -dx 

du =^= d ]= v = 2Vx 

VI -x Vx 


.’. [ares en Vxx ^dx = 2Vx ares en Vx - í— r== 

J J Vi— x 

Sea: w = 1- x, dw = -dx 

Luego: 2-Jx ares en Vx + J ^ . = 2Vx aresen Vx + Jw 1/2 dw 

= 2\[x aresen Vx + 2w^ +c = 2y[x aresen Vx + 2Vl-x + c 
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_ x r ares e n Vx , ^ r r ^ n 

Respuesta: — — j= dx = 2Vx ares en Vx + 2 VI- x + c 

J Vx 

4.13. -Encontrar: Jx ares en 2x 2 dx 

Solución.- 1 L A T E 

4 \ 


aresen 2x^ x 
u = aresen 2x 2 


dv = xdx 


1 - 4x 


J x are s e n 2x 2 dx = ^- are s e n 2x 2 - 2 J - 
Sea: w = 1- 4x 4 , dw = -16 x 3 dx 


/l-4x 4 


Luego: — aresen 2x 2 h í 

i ir J 


2 r (-16x 3 dx) _ x 2 


16 J Vl-4x 4 2 


are s e n 2x 2 + — í w ^dw 
« J 


x _ 2 1 w 72 x^ ^ 2 1 v 

= — arcsen2x H — + c = — arcsen2x + — w 72 +c 

2 8 V 2 4 


= — arcsen2x + — Vl-4x +c 
2 4 

r x 2 1 / 

Respuesta: J x ares en 2x 2 dx = — ares en 2x 2 + — Vl-4x 4 +c 

4.14.-Encontrar: J xe^dx 

„ X dx 

Sea: w = — , dw = — 
a a 

Í, r X x/ dx C 

xe /a dx = a 2 -e /a — = a 2 we w dw , integrando por partes se tiene: 
J a a J 

Solución.- 1 L A T E 

v V 


w e 


dv = e w dw 


du = dw 


.’. a 2 J we w dw = a 2 ^we w - Je w dwj = a 2 (we w -e w + c) = a 2 (we"'-e w | + c 


= a 2 1^— e 7 ° -e 7 ° j + c = a 2 e 7o ( — l) + c 

Respuesta: [xe^dx =o 2 e %: (--l ) + c 
J a 

4.15.-Encontrar: J x 2 e~ 3x dx 

Solución.- 1 L A T E 
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4 4 


dv = e 3x dx 


du = 2xdx v- — e 
3 

f 3x dx = - — x 2 e~ 3x + — f X( 


Í j ^ <• 

x 2 e 3x dx = --x 2 e~ 3x +- J xe 3x dx, integrando por partes la segunda integral: 


I L A T E 

4 4 


du = dx 


dv = e 3x dx 

1 -3x 

v = — e 3 
3 

2Í 1 


í x 2 e~ 3x dx = ~—x 2 e~ 3x +— - - xe~ 3x + - f e~ 3x dx =- 
J "3 "3 3 TJ 


3 3^3 

x c 2 3;( 2 3x 

xe e + c 

3 9 27 


x 2 e~ 3 * 2 3x 2 

xe +- 

3 9 9 




r 7 -3 — e o 2 2 

Respuesta: xe dx = x +—x + — +c 

J 3 i, 3 9) 

4.16.-Encontrar: J x 3 e x dx 

Solución.- 1 x 3 e~ x ~dx = J xV^xdx 

Sea: w = -x 2 ,dw = -2 xdx , además: x 2 = -w 

Luego: J x 2 e~ x2 xdx = J x 2 e x¿ x(-2 xdx)=--^j-we w dw = -^j we w dw , integrando por 

Partes se tiene: 

I L A T E 

4 4 


3 9 


w e 


du = dw 


dv = e w dw 


^ j we w dw = ^(we w -je w dw^j = ~^we w e w dw 

= -ix 2 e~ x " e“ x ~ +C = - — e x (x 2 +l) + c 
2 2 2 

Respuesta: J xV x 'dx = (x 2 +1) + c 

4.17.-Encontrar: J (x 2 - 2x + 5)e X dx 

Solución.- 1 L A T E 

4 4 


' = — we w ~—e w + c 
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x 2 -2x + 5 e x 
u = x 2 - 2x + 5 dv = e~ x dx 

du = (2x-2)dx v = - e x 

j’(x 2 -2x + 5)e _ *dx = -e'*(x 2 -2x + 5) + j'(2x-2)e _ *dx , integrando por partes la 

segunda integral: 

I L A T E 

4 4 


2x-2 e~ x 

u = 2x-2 dv = e x dx 
du = 2 dx v = -e~ x 

J (x 2 - 2x + 5 )e~ x dx = -e x (x 2 - 2x + 5) + \-e~ x (2x - 2) + 2 J e x dx 
= -e x (x 2 - 2x + 5) - e“ x (2x - 2) + 2 J e x dx = -e~ x (x 2 - 2x + 5) - e' x (2x - 2) - 2 e~ x +c 
= -e~ x (x 2 ^Zx +5 >25Í^2<í) + c = -e"’ í (x 2 +5) + c 
Respuesta: J (x 2 - 2x + 5 )e x dx = -e~ x (x 2 + 5) + c 

4.18.-Encontrar: J e ax eos bxdx 

Solución.- 1 L A T E 

^ 4 


eos bx e ax 

u = eos bx 

du = -bsenbxdx 


dv = e ax dx 

v = —e ax 

a 


Í c° x eos bx b r 

e ax eos bxdx = + —\e ax sen bxdx , Nótese que la segunda integral es 

a a J 

semejante a la primera, salvo en la parte trigonométrica; integrando por partes la 
segunda integral: 

I L A T E 

■/ i 


sen bx e a 


u=senbx 
du =b eos bxdx 


dv = e ax dx 

v = -e ax 
a 


e ax eos bx b 

+ — 

a a 


^ e ax sen bx b r ax A 

- - e eos bxdx 
a J 


V 


a 


J 


e ax cosbx be ax senbx b 1 r ax , , 

+ e eos bxdx , Nótese que: 

cr J 


a 


a~ 


r ax , , e“cos bx be ax senbx b ¿ r ax . , . . . . 

e eos bxdx = + e eos bxdx , la integral a encontrar 

J a a a 1 

aparece con coeficiente 1 en el primer miembro, y en el segundo con coeficiente: 
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— Transponiendo éste término al primer miembro y dividiendo por el nuevo 


f . . . . b 2 a 2 +b 2 

coeficiente: l+ — = — - — , se tiene: 


2 2 

a a 


í a 2 + b 2 


| e ax eos bxdx = 


ae ax eos bx + be ax sen bx 


ae ax eos bx + be ax sen bx 


( a 2 + b 2 ^ 


J e ax eos bxdx = 


Respuesta: J e ax eos bxdx = 


- + c 


e ax (acosbx + bsenbx) 

+ c = — FTTí ¿ + c 


e ax (acosbx + bsen bx) 


a~ +b 


+ c 


a 2 +b 2 

4.19. -Encontrar: J e x eos 2 xdx 

Solución.- Este ejercicio es un caso particular del ejercicio anterior, donde:a=ly 
b = 2. Invitamos al lector, resolverlo por partes, aún cuando la respuesta es 
inmediata. 

„ ^ r v ^ , e’ í (cos2x + 2sen2x) 

Respuesta: J e eos 2 xdx = — 

4.20. -Encontrar : J e ax s e n bxdx 

Solución.- 1 L A T E 

^ 4 

sen bx e ax 

dv = e ax dx 


- + c 


u = s e n bx 
du =bcosbxdx 


1 0 
v = — e 
a 


[ e ax sen bxdx = 6 sen ^ x e ax cosbxdx , integrando por partes la segunda 
J a a J 

integral: 

I L A T E 

■/ 4 

eos bx e ax 


u = eos bx 


dv = e ax dx 


1 


du = -bsenbxdx v = —e a 

a 


J e ax sen bxdx = 


e“senbx b 


a a 

e ax sen bx be ax cosbx b 2 
a a 2 a 


e ax cosbx b r ax . . 

1- — e sen bxdx 

n n J 


í e ax s e n bxdx , 

n z J 
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Como habrá notado el lector, la integral a encontrar aparece con coeficiente 1 en 

b 2 

el primer miembro, y en el segundo con coeficiente: — Transponiendo este 

a 

término al primer miembro y dividiendo por el nuevo coeficiente: l+^-= a , se 


tiene: 
í a 2 +b 2 


J e ax sen bxdx = 


ae ax s e n bx - be ax eos bx 


■ + c 


J e ax s e n bxdx = 


ae ax sen bx- be ax eos bx 

z 

' cr+b 2 ' 

/ 


+ c = J e ax sen bxdx = 


e ax (asenbx-b eos bx) 
a 2 +b 2 


+ c 


ax , , e ax (asenbx-bcosbx) 

e sen bxdx = — - + c 

a +b 


Respuesta: J 
4.21.-Encontrar: J xjl+xdx 

Solución.- Cuando el integrando, está formado por el producto de funciones 
algebraicas, es necesario tomar como dv, la parte más fácil integrable y u como la 
parte más fácil derivable. Sin embargo, la opción de “más fácil” quedará a criterio 
del lector. 

dv = (1 + x)^dx 


u = x 
du = dx 


v = -(l + x y 
3 


.'. J Wl + xdx = — x(l + x) 3// ’ J (l-f-x)^dx = — x(l+ x) 


2 (1+xy 
3 ^ 7 “ 


■ + c 


2 . 3 / 4(1+ xY 2 

= -x(l +xy 2 — + c 

3 15 


Respuesta: J xjí 

+ xdx 

= -x(l+xf 2 
3 

4.22.-Encontrar: 

p x 2 dx 



> Vi+ 

X 

Solución. - 

C x 2 dx 

Zl + x 


(1+ x) ^ dx 

u = 

x 2 

dv 

= (1+ x) ^dx 

du 

= 2 xdx 

v = 

2(1+ x/ 2 


4(1+ xf 
15 


■ + c 


r x dx _ 2x 2 x - a \ xy/l+xdx , integrando por partes la segunda integral: 
J vl+x J 
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U = X 

du = dx 


dv = (1+ x)^dx 


v = — (1 + x) 
3 


x 2 dx 


= 2x 2 Vl+x-4 


'y 2/ 

x(l+x)^- — J(l+x) dx 


y/l+X 

= 2x 2 Vl+x--x(l+x)^+- ^ 1+ ' Y) " +c = 2x 2 Vi+x--x(1+x)^ + — (l+x) K +c 
3 3 5/ 3 15 


Respuesta: J 


x 2 dx 


, = 2x 2 /l+ x - — x(l + x)^ + — (1 + x)^ + c 

y¡l+^ 3 15 


16 


■ xdx 


4.23.-Encontrar: J- 

Solución.- = J xe x dx 
I L A T E 

V V 


x e 
u = x 
du = dx 


dv = e X dx 


v = -e 


J xe X dx = -xe x + je X dx = -xe x -e x + c = e x (-x-l) + c- -e X (x + l) + c 


Respuesta: =-e X (x+l) + c 

J e x 

4.24.-Encontrar: J x 2 ír¡ /l-x dx 


Solución.- 


u = 


du = 


-x 
1 1 


Vl-x 

3 


(l-x)^(-l)dx=> du =- 


-dx 


dv = x~dx 

,3 


X 


2 2(1- x) 

-i 3 3 

\x 2 lr¡ Vi — x dx = —tr¡ Vi- x +— [— — dx = —ir¡ Vi- * 
J 3 6 J 1 — v 3 

Vi— x| 


V = 


— X + x + 1-- 


1 — X 


dx 


= —ir¡ 
3 

= — ír¡ 
3 


i x i x i 1, , , 

x — ír¡ 1-x +C 

6 3 6 2 6 6 1 1 




3 2 

XXX 


— ¿ 7 |l-x|- — — — + c 
6 1 1 18 12 6 

„3 


Í . x ^ *| x^ x^ ^ 

x 2 ír¡ Vl-xdx = — íri Vi — x — £ 77 |l — x| he 

3 6 1 1 18 12 6 


18 12 6 


4.25.-Encontrar: Jxsen 2 xdx 

Solución. - 
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U = X 

du = dx 


dv = sen 2 xdx 

v = — x-— sen2x 
2 4 


v = 


l-cos2x 


dx 


fxsen 2 xdx = — x 2 - — xsen2x- — í xdx + — [sen 2 xdx 
J 1 A zL J 


1 2 1 ^ 1 2 1 1 2 1 1 
= — x — xsen2x — x — cos2x + c = — x — xsen2x — cos2x + c 
2 4 4 8 4 4 8 


Respuesta: Jxsen 2 xdx = 


x' xsen2x cos2x 


8 


- + c 


Otra solución.- 


r ? , r 1 — cos2x , 

i , 

c 1 

f 1 x 2 

1 f 

í xsen“ xdx = í x dx = 


[ xdx — 

xcos2 xdx = 

— xcos2 xdx 

J J 2 

2* 

1 2* 

' 2 2 

2 J 


X 2 1 f 

= J xcos2 xdx ; integrando por partes, la segunda integral: 


u = x 
du = dx 


dv = eos 2 xdx 

1 0 
v = — sen2x 
2 


jxsen 2 xdx ■ 


x 2 _1 
4 2 


-sen 2x-— Ísen2xdx = — — — sen 2x + — ísen 2xdx 
2 J ) 4 4 4 J 


x x 11 x x cos2x 

= sen2x + — ( — cos2x) + c = sen2x he 

4 4 4 2 4 4 8 


Respuesta: Jxsen 2 xdx: 

4.26.-Encontrar: J x(3x + l)dx 

Solución. - 


x' xsen2x cos2x 


8 


- + c 


U = X 

du = dx 


dv = (3x + l ) 7 dx 

v = — (3x + l) 8 
24 


= J (3x + l) 7 dxj 


í x(3x + 1) 7 dx = — (3x + 1) 8 - — í (3x + 1) 8 dx = — (3x + 1) 8 - — - + c 

J 24 24 J 24 24 3 9 


= — (3x + l) 8 
24 


24 
(3x + l) 9 
648 


+ c 


Respuesta: Jx(3x+l) 7 dx = — (3x+l) 8 - 

EJERCICIOS PROPUESTOS 


(3x + l) 9 
648 


+ c 


Usando esencialmente el mecanismo presentado, encontrar las integrales 
siguientes: 
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4.27.- J x(2x + 5) 10 dx 
4.30.- Jx eos 3xdx 
4.33.- JxVVx 

4.36.- f 

J X 

4.39.- J x ares en xdx 
4.42.- J 3 X eos xdx 
4.45.- í xi r¡ - — — dx 
4.48.- J x(arc rgxfdx 



4.54.- j x 3 ir/ 2 xdx 
4.57.- Jx are rg(2x + 3)dx 

4.60- f 

J X 

4.63.- J eos" xdx 
4.66.-jV(íV) 2 dx 
4.69.- Jsec" xdx 
4.72.- Jx n ^|ox|dx, n ^ -1 
4.75.- Jx 2 eos axdx 
4.78.- J ^(9 + x 2 )dx 
4.81.- J aresee Vxdx 
4.84.- J^^(x 2 +l)dx 

4.87.- Jx are rgVx 2 -1 dx 

4.90.- J x 2 Vi- xdx 

RESPUESTAS 
4.27.- J x(2x + 5) 10 dx 
Solución. - 


4.28.- J ares en xdx 
4.31.-Jx2~ x dx 

4.34.- Jxsen x eos xdx 

4.37.- fe* 

j . /V 


. r *dx 

4.40.- J — 

J sen x 

4.43.- Js e n (ir/x)dx 

4.46.- f-^dx 

J x 

4.49.- J (ares en x) 2 dx 


. rsen x 

4.52.- dx 

■* e x 

4.55.- J x(íg(9 + x 2 )dx 
4.58.- Je^dx 
4.61.-|f^|x + l|dx 

4.64.- J sen" xdx 
4.67.- JxVdx 
4.70.- J sec 3 xdx 
4.73.- J ares e n axdx 
4.76.- J xsec 2 axdx 
4.79.- Jxcos(2x + l)dx 
4.82.- JVo 2 -x 2 dx 
4.85.- J arcrgVxdx 


4.88.- 1 


xarcrqx 

(V+l) 2 ' 


4.29.- J xsenxdx 
4.32.- J x 2 e 3x dx 
4.35.- J x 2 lr¡xdx 
4.38.- J x are rgxdx 

4.41.- Je x sen xdx 

4.44.- J(x 2 -2x + 3)£tjxdx 
4.47.- Jx 2 are rg3xdx 



4.53.- J rg 2 xsec 3 xdx 


4.56.- J ares e n Vxdx 
4.59.- Jcos 2 ((? gx)dx 
4.62.- JxVdx 

4.65.-Jx m (VV)Vx 
4.68.- JxVdx 
4.71.- j xigxdx 
4.74.- Jxsen axdx 
4.77.- J cos( ír¡x)dx 
4.80.- J x are sec xdx 
4.83.- J £g\l-x\dx 



„ r xax 

4.89.- ares e n x , 
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dv = (2x + 5 ) 10 dx 


u = x 
du = dx 


v = 


J x(2x + 5) 10 dx = — (2x + 5) 11 - — J (2x + 5 ) n dx = — (2x + 5) 11 - — (2x + 5) 12 + c 


(2x + 5) 1 


22 


x _ _ u 1 


= — (2x + 5) 

22 528 

4.28.- J ares e n xdx 

Solución. - 

u = ares e n x 

, dx 
du = 


22 22 

12 


22 


44 


(2x + 5) +c 


& 


dv = dx 
v = x 

xdx 


Además: w = l-x 2 , dw = -2xdx 




= x ares e 


n * + 7Í 


2 J w 


| ares en xdx = xarcsenx- J 

4 . 29 . - J xsenxdx 
Solución. - 

u = x dv = sen xdx 

du = dx v = -cosx 

J xsenxdx = -xcosx + J eos xdx = -xcosx + senx + c 

4 . 30 . - Jx eos 3xdx 

Solución. - 


1 r dw 


= x ares 


enx + Vl-x 2 +c 


u = x 
du = dx 

x 


dv = eos 3 xdx 

1 . 
v = -sen3x 
3 


|* ^ eos 

xcos3 xdx = — sen3x - í-sen3xdx = — sen3xn he 

3 J 3 3 9 

4.31.- Jx2 ~ x dx 
Solución. - 


u = x 
du = dx 


dv = 2 X dx 

2~ x 

v = ■ 


^772 


r .. . x2~* 

1 

r y , x2~ x 

1 

c <2~ x ^ 

1 

1 

II 

"a 

>< 

rsi 

X 

+ 

[ 2 dx = 

+ 


J tr¡2 

tr¡2 ' 

1 tr¡2 

ir¡2 

l J 


+ c = ■ 


1 


2 x tr¡2 2~ x lr¡ 1 2 


-+ c 


4.32.- J x 2 e 3x dx 
Solución. - 
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dv = e 3x dx 


du = 2 xdx 


v = — e 
3 


jx 2 e 3 *dx = ye 3 *-|jxe 3 *dx, integral la cual se desarrolla nuevamente por partes, 


dv = e 3x dx 


esto es: 


du = dx 


X o 3x ^ f X 3x 1 

3 3^3 3 

4.33 .-Jx 3 e^dx 
Solución. - 


du =3 x~dx 




v = —e 
3 

^ ~3x ^ _3x . ^ f 3x j _3x _3x . ^ _3x . ,, 

= — e — xe +—\e dx = — e e h e +c 

3 9 qJ q q 77 


9 27 


dv = e 73 dx 
v = -3e“^ 


J x 3 e ^dx = -3x 3 e ^ + 9 J x 2 e ^dx , integral la cual se desarrolla nuevamente por 


partes, esto es: 


dv = e 73 dx 


du = 2 xdx v = -3e 73 

= -3x 3 e _73 + 9^-3x 2 e~ 73 + 6j xe ~^dxj = -3x 3 e' /< -27x 1 e^ i + 54 J xe ^dx 

, la nueva integral se desarrolla por partes, esto es: 

u = x dv = e^dx 


du = dx 


v = -3e 


3x 3 27x 2 


+ 54 -3xe 73 +3 


Je 3 ' 3 dx) = - 


3x 3 27x 2 162x 


+ 162(-3e T3 ) + c 


3x 3 27x 2 162x 486 


4.34.- J xsen x eos xdx 
Solución. - 
u = x 
du = dx 


dv = sen 2 xdx 
cos2x 


í xsenxcosxdx = — í xsen 2xdx = — - — cos2x + — í eos 2 xdx 
J oJ 7 7 


21 2 


X Ir X ^ 1 

= — cos2x + — eos 2 xdx = — cos2x +— sen2x + c 
4 4 J 4 8 

4.35.- J x 2 H,r¡xdx 

Solución. - 
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u = lr¡x 

, dx 
du= — 
x 


dv = x dx 

.3 


V = - 


X 


hjx 


J x 2 ír¡xdx ■ 

4 . 3 6 ,J 

Solución. - 

u = trjx 


X^tlJX 1 


\x 2 dx 


x 3 (?nx x 3 

+ c 

3 9 


dx 


dv = x 3 dx 


• itjx 


4 . 37 .- J 


tr¡x 


Solución. - 

u = trjx 


dx 

1 

— 

V = T 

X 

2 x 2 

x~ 3 lr¡xdx = 

¿TJX Ir _ 3 

— ~Y + — x 3 dx 


2x 2 2 J 

dx 



i TJX 1 


2x 2 4x 2 


+ c 


, dx 
du= — 
x 


dv = x * dx 
v = 24 ~x 

A 

¡^-j^-dx = [ x^tr¡xdx = 2y[xlr/x-2¡ x~ /l dx = 2jxirjx-4yfx + c 

J s/x J J 

4 . 38 .- J x are rgxdx 

Solución. - 

u = are rgx 

dx 


dv = xdx 
.2 


du = 


x~ 


1 + x 2 


V = 


| x are rgxdx = are rgx - ^ J 


1 r x 2 dx x 2 

, — = — are 

2 J 1+ x 2 2 




1 +x 2 


\dx 


are rgx - — J dx + — J 


_ x 

~ 2 2 ■ 
4 . 39 .- J x ares e n xdx 

Solución. - 

u = ares e n x 

dx 

du = 


1 r dx 


2 J l + x‘ 


■ = — are rgx — x + 


1 are rgx 


+ c 


dv = xdx 

.2 


il 


+ X~ 

2 


V = 


X" 


r , X Ir X^dx 

J xarcsenxax = — aresenx — J 




integral para la cual se sugiere la 


sustitución siguiente: 


+ X 

x = senO 
dx = eos OdO 
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x lrsen ~0£ja<&d0 

■ — arcsenx — - 

9 9 J 




x 1 t( l-cos2 O 

= — arcsenx — 

2 2 


Id O = - arcsenx- — í dO + —[ eos 2 Odd 
! 2 aí aj 

.2 


x' 1. 1 x ¿ 1 2sen6 > cos6 > 

= — ares enx — # + -sen26 > + c = — ares e n x — ares e n x H h c 

4 8 


2 4 8 2 

Como:sen0 = x,cos# = \ll-x 2 ; luego: 


x- 1 1 ir 

= — arcsenx — arcsenx + — xvl- 
2 4 4 


x +c 


4.40.- J- 


xdx 


sen x 

Solución. - 

U — X 

du = dx 

xdx 


dv = eos ec 2 xdx 
v = - co rgx 


[ — = [ x eos ec 2 xdx = -xco rgx+ [ co rgxdx = -xco rgx + ¿^Isenxl + c 

J serx J J 


4.41.- Je’' sen xdx 

Solución. - 


u-senx dv = e x dx 

du = eos xdx v = e x 

Je’ i senxdx = e x senx-Je’ í cosxdx, integral la cual se desarrolla por partes, esto es: 
u = c os x dv = e x dx 

du = -senxdx v = e x 

= e x senx-^e' cosx + Je x senxdxj = e x sen x-e x cosx- Je x sen xdx 
Luego se tiene: Je x senxdx = e x senx-e x cosx-Je x senxdx , de donde es inmediato: 
2 J e x s e n xdx = e x (senx- eos x) + c 
f 

J e x senxdx = — (s enx -eos x) + c 

4.42.- J 3 X eos xdx 

Solución. - 

dv = 3 X dx 

u = cosx 

3 X 

du = -senxdx v = 

tr¡ 3 


93 



r 3 1 r 

1 3 X eos xdx = eos x + |3 x senxdx, integral la cual se desarrolla por partes, 

£ Tj 3 £ Tj 3 


esto es: 


u = senx 
du = eos xdx 


dv = 3 X dx 
3 X 


v = 


ít¡3 


3 X 1 
= cosx h- 


f 


tr¡3 tr¡3 


3 X 1 

senx-- 


3 3 senx 

= cosx h 


k £t] 3 Irj 3 

1 


J 3 X eos xdx 


ir¡3 £r¡ ¿ 3 tr¡ ¿ 3 


í 


COSX + - 


í 3 X eos xdx = — 

■* £lj 


= ( 1+ 7^í 3 * cosxdx = 

y n < J 


v 


|3 X eos xdx, luego: 

x 

1 r 

1 3 X eos xdx , de donde es inmediato: 


senx 


= ( 


tr¡ 3 
hf3+l 
£r¡*3 


tr¡ 3 
3 


ir¡3 ) ir¡ ¿ 3 

K f 

— eos x + 

l tV¡3 


senx 


+ c 


) í 3 X eos xdx = — -7 


í 


COSX + - 


V 


senx 

ir¡3 


+ c 


J 3 X eos xdx = 


3 X £ r¡3 


í 


trr3 + \ K 
4.43.- Js e n(f r¡x)dx 

Solución. - 

u =sen (£r/x) 

cos(£r/x) , 
du = -dx 


COSX + - 


senx 
£r¡ 3 


+ c 


dv = dx 
v = x 


jsen(£r/x)dx = xsen(£r/x)-jcos(£r/x)dx, integral la cual se desarrolla por partes, 

esto es: 

u = cos(^x) 


, -sen (dnx) , 
du = — —dx 


dv = dx 
v = x 


x 


= xsen (trjx)- xcos(^x) + |sen(^x)dx = xsen(f^x)-xcos(^x)-|sen(^x)dx 

Se tiene por tanto: 

Jsen (lr¡x)dx = x[sen(^x)-cos(^x)]-|sen(^x)dx , de donde es inmediato: 

2 Js e n(£rjx)dx = x[s e n (£rjx) - cos(£ ^x)] + c J sen(£ rjx)dx = ^[se n (tr/x) - cos((? ^x)] + c 

4.44.- J (x 2 - 2 x + 3) i r/xdx 

Solución. - 
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u = lr¡x 

, dx 
du= — 
x 


dv = ( x 2 -2x + 3)dx 

v = - — x 2 + 3x 
3 


J(x 2 -2x + 3)ír¡xdx = (— — x 2 +3 x)irjx-^{— — x + 3 )dx 


3 2 

= (— — x 2 +3 x)f^x- J — dx-| xdx + 3j dx = (— — x 2 + 3x)(? rjx-— — — + 3x + c 


4.45.- J xir¡ 

Solución. - 


1 — X 


U = ÍTJ 

du = 


1+ X 
1-x 


dx 


1 + X 

2 dx 


dv = xdx 
.2 


V = 


X 


x 2 -l 


J XÍTJ 


1-X 


= — ir¡ 
2 


4.46.- 1 


1+ X 
1-x 


dx = — tr¡ 
2 


1-x 


r x 2 dx X . l-X r . i . , 

- — — = —lr¡ (1 + — — )dx 

J v 2 -1 1 1+y J v 2 -1 


1-x 


1 + X 

trfx 

~ 


1 + x 
dx 


x-l 


-ídx-j^— = — ir] 
J J x 2 -1 2 


dx 


1-x 


1 + x 


1 + X 


-x ín 

2 


x 2 -r 


x — 1 


X + 1 


+ c 


Solución. - 


u = irj 2 x 
du=^dx 


dv = x 2 dx 


1 

v = — 

X 


■ trfx 


dx = - 


l r¡ 2 x 


^ x x 

por partes, esto es: 

U=tlJX 

dx 

du= — 
x 


+ 2 f- 


-dx = - 


lrj 2 x 


+ 2 j x 2 i r/xdx , integral la cual se desarrolla 


dv = x 2 dx 
1 

v = — 

X 


l ifx ( ir¡x rdx^i irj 2 x 2ir¡x 


- + 2 


■ + 


x 2 J 


■ +2 Í 


dx iri 2 x 2tr¡x 2 
> > + c 

X XXX 


4.47.- Jx 2 arcrg3xdx 

Solución. - 

u = arcrg3x 
3 dx 


dv = x dx 

,3 


du - 


l + 9x 2 


v = 


x 
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Jx 2 arcrg3xdx = — arcrg3x-J 

I 


x 3 dx x 3 
3 


= — arcrg3x- — 
3 9 


X 2 +Vr 


l + 9x 

X 

dx 


-arcrg3x--| T 


1 r x 3 dx 


, + x“ 


V 


'y 


1 X 2 Ir xdx 


x _ i x ir 

= — arcrg3x h 

1 q 1 «1 J 


9 2 81 J x 2 +V r 


x o * 1 , 

= — arcrg3x 1 ín 

3 18 162 

4.48.- J x(arc rgx) 2 dx 

Solución. - 

u = (are rgx) 2 
2 are rgxdx 


2 1 

X +- 


+ c 


dv = xdx 

,2 


du = 


x 


1+x 2 

x 2 


V = ■ 


J x(arc rgx) 2 dx = — (are rgx) 2 - J (are rgx) - 

x 2 dx 


x 2 dx 


+ x~ 


integral la cual se desarrolla por 


partes, esto es: 

u = are rgx 

dx 


du = 

(x are rgx) 
2 

(x are rgx) ‘ 
2 

(x are rgx) ‘ 


1 + x 

2 


dv = 

1+x 2 

v = x - are rgx 


(x - are rgx) are rgx - J (x - are rgx) 


dx 


: are rgx + (are rgx) 2 + í — - í 

J 1+ x J 


1+x _ 
xdx r are rgxdx 


■ x are rgx + (are rgx) 2 + — dr/(l+x 2 )- 


1+x 2 
(are rgx)' 


+ c 


4.49.- J (ares e n x) 2 dx 

Solución. - 

u = (ares en x) 2 
2arcsen xdx 


du =■ 




dv = dx 
v = x 


| (arcsenx) 2 dx = x(arcsenx) 2 -2j" ares en , 


xdx 


u = ares e n x 


partes, esto es: ,\ 


= x(arcsenx) 2 -2 


du = 


dx 




dv = 


integral la cual se desarrolla por 


xdx 


vr 


& 
■=-í 


~jí- 


x ares e n x + 


jdx 


= x(arcs e n x) 2 + 2Vl-* 2 ares e n x - 2x + c 
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4.50.- J 


ares e n x 


dx 


x 


Solución. - 

u = ares enx 

dx 

du = 


S 


x 


dv = x dx 
1 

v = — 

X 


• ares enx 


x 

ares enx 


x 


dx = J x 2 ares e n xdx = 

+ ÍTJ 


ares enx 


- + 


dx 


<^l-. 


1+yjl^; 


+ c 


4.51.- J 


aresen vx 


dx 


yJl-X 
Solución. - 

u = ares e n Vx 

, dx 1 
du = 


dv = 


dx 


Vi- x 2-Jx 


W 


Vi- x 
v = -2 Vi - x 
dx 


í j==—dx = -2 Vi - x ares e n Vx + í —¡= = -2Vl-x ares e n Vx + 2 Vx + c 

J Vi— x J Vx 

4.52.- J 


sen" x 


Solución. - 

u=sen 2 x 
du = 2senxcosx 
• sen 2 x 
e 


dv = e X dx 
v = -e x 

J X (jx = Jsen 2 xe x dx = -e x sen 2 x + 2jsenxcosxe~’ i dx 
sen2x 


= -e se 


n 2 x + X ~ 


-e X dx , * integral la cual se desarrolla por partes, esto es: 


u = sen2x dv = e x dx 

du = 2cos2xdx v = _ e ^ 

= -e~ x sen 2 x + 2jcos2 xe~ x dx, Integral la cual se desarrolla por partes, esto es: 

u = eos 2x dv = e x dx 

du = -2sen 2xdx v = - e ~ x 

jsen 2xe~ x dx = -e~ x sen2x + 2^-e~ x eos 2x- 2 Jsen 2xe'*dxj 
Jsen 2 xe~*dx = -e~* sen2x-2e~* cos2x-4jsen2xe~ x dx , de donde: 

5 Js e n 2 xe~ x dx = -e“*(s e n 2x + 2 eos 2x) + c 
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Í —e 

sen2xe X dx = (s en2x + 2 eos 2x) + c, Sustituyendo en: * 


sen 2 xdx _ x 2 le x , 

= -e sen x (sen2x + 2cos2x) + c 


*1 sec 5 xdx , Sea: 


* * 


J sec 3 xdx , Sea: 


i 

4 . 53 . - J rg 2 xsec 3 xdx = J (sec 2 x-l)sec 3 xdx - J sec 5 xdx(*)- J sec 3 xdx(**) 

Solución. - 

u = sec 3 x dv = sec 2 xdx 

du = 3sec 3 xrgxdx v = rgx 

J sec 5 xdx = J sec 3 x sec 2 xdx = sec 3 xrgx - 3j sec 3 xrg 2 xdx 

u = sec x d V = sec 2 xdx 

du = sec xrgxdx v = T g X 

| sec 3 xdx = | sec x sec 2 xdx = sec xrgx- j sec xrg 2 xdx = sec xrgx - J sec x(secx 2 -l)dx 
= sec xrgx - J sec 3 xdx +J sec xdx , luego: 2j" sec 3 xdx = sec xrgx + J sec xdx 
f i 

Esto es: J sec xdx = — (sec xrgx + In |sec xrgx|) + c , ahora bien: 

| rg 2 x sec 3 xdx = J sec 5 xdx- J sec 3 xdx , con (* y **) 

J rg 2 x sec 3 xdx = sec 3 xrgx-3j sec 3 xrg 2 xdx--^ (sec xrgx-r (?n|sec xrgx|) + c 

De lo anterior: 4-J rg 2 xsec 3 xdx = sec 3 xrgx - — (sec xrgx + tn |sec xrgx|) + c 

Esto es : J rg 2 x sec 3 xdx = ^ sec 3 xrgx - — (sec xrgx+ in |sec xrgx|) + c 

4 . 54 . - J x 3 lr¡ 2 xdx 
Solución. - 

u = £g 2 x 


dv = x dx 

,4 


X 


V = ■ 


X 

,4 


| x 3 Prj 2 xdx = — trfx — J xrgxdx, integral la cual se desarrolla por partes, esto es: 


x 

4 

u = lr¡x 

, dx 
du = — 


dv = x dx 

,4 


X 


V = 


2 1 

= ÍT) X 

4 2 


V 

4 


1 P o 

i'gx- — J x dx 


^ X 4 2 1 4 1 X 4 

= — en x — x e gx H he 

4 8 8 4 


_ .4 -i 4 

X „ 2 1 4 n X 

= — iij x — x egxH he 

4 8 32 
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4.55.- J xirj(9 + x l 2 )dx 

Solución. - 

u = ir¡{9 + x 2 ) 
2 xdx 


dv = xdx 


J xír¡{9 + x 2 )dx = — tr ¡( 9 + x 2 ) - J 2 dx = — l r¡{9 + x 2 ) - J x - 


x 2 + 9 


¿g(9 + x 2 )-jxdx + 9j^ = ^g(9 + x 2 )-^ + ^/7(x 2 +9) + c 


x 2 9 


2 J J 9 + x 2 

= y[^(9 + x 2 )-l] + ^^(x 2 + 9) + c 

4.56.- J ares e n -Jxdx 
Solución. - 

u = ares e n Vxdx 


2 2 


dx 1 


■x z 2v x 


dv = dx 


= x ares e i 


r r~ , / — f xdx 1 /—Ir Vxdx 

ares en Vxdx = x ares en V* - i — = x ares en Vx — , 

J J 2 yjl^X 

Para la integral resultante, se recomienda la siguiente sustitución: 

yjl-x =t , de donde: x = l-í 2 , y dx = -2tdt ( ver capitulo 9) 

= xaresen Vx-— — - - = xarcsen Vx + \ll-t 2 dt , Se recomienda 

2 / 

sustitución: r = señé', de donde: VÍ-f^ = eos 6 , y dt = cosOdO . Esto es: 

= x ares e n Vx + J eos 2 OdO = x ares e n Vx + J (l+cos2#)d# 

11 11 

= xaresen Vx + — 0 + — sen 20 + c = x ares en Vx + — í? + — s en 0 eos 6 + c 
2 4 2 2 

r aresení t r — 7 r ares en Vi- x Vl-x /- 

= xaresen Vx -1 h — VI -t' + c = xaresen Vx H 1 Vx + c 

2 2 2 2 

4.57.- J xarcrg(2x + 3)dx 

Solución. - 

u = arcrg(2x + 3) dv = xdx 


-H Vx +C 

2 


l + (2x + 3) 2 


Jxarcrg(2x + 3)dx = — arcrg(2x + 3)- J 


l + 4x 2 +12x + 9 
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-arcrg(2x + 3)- J 


4x + 12x + 10 2 


arcrg(2x + 3)- f - 
J A 


3x + 5/ 


4 4x + 12x + 10 


-arcrg(2x + 3)- — J dx + J 


1 c 

-are rg( 2x + 3) — x + 3 

A J 


J 4x 2 +12x + 10 
x + 

/O ¿x 

4x 2 +12x + 10 


x _L ij r 

= — are rg( 2x + 3) — x + - J 


1 3 p 8x + 4 /í 


4 8 J 4x +12x + 10 

1 3 f 8x + 1 2- 3 % 


= — arcrg(2x + 3) — x + — í — — dx 

2 4 8 j 4x 2 +12x + 10 

x 2 „ 1 3 r (8x + 12)dx 3 32 r dx 

2 4 8 j 4x 2 +12x + 10 8 6 j 4x 2 +12x + 10 

x ^ 1 3 i ir c/x 

= — are rg(2x + 3) — x + — (n 4x 2 + 12x + 10 - 2 í — 

2 4 8 1 1 j 4x 2 +12x + 10 

X 2 1 3 i ir c/x 

= — are rg(2x + 3) — x + -ii¡ 4x 2 +12x + 10 - 2 í — 

? 4 8 1 1 j (2x + 3) 2 +1 

1 3 „ l , 2 r 2 dx 


arcrg(2x + 3) — x + —£rj 4x 2 +12x + 10 — J 


4 8 

1 3 


2 J (2x + 3) +1 


= — are rg(2x + 3) - — x + — i r¡ |4x + 12x + 10| - are rg (2x + 3) + c 

1 ” 13 

= — (x 2 -2)arcrg(2x + 3)- — x + — £g|4x 2 +12x + 10| +c 


4.58.- Je^dx 

Solución. - 


e^dx 


dv = dx 


f e^dx = xe ^ -~¡ xe ^ , Se recomienda la sustitución: z = Vx,dz = -^L 
J 2 J 2^ 2>/x 

= xe^ - - J zVdz , Esta integral resultante, se desarrolla por partes: 


dv = e z dz 


du = 2 zdz 


-i 

= xe^* — ^z 2 e z - 2| ze z dzj : 


+ Jze z dz, integral que se desarrolla por 


partes: 
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u = z 
du = dz 

ja z 2 c z z 

= xe v + ze ■ 


dv = e z dz 
v = e z 


-\ e z dz 


= xe 


w _ „iu *- vn r*_ X( ? _ +y ^ e ^ _ e ^ + c 


■ + ze -e + c = xe 


= e 


ja x 


* + 4~x-l 


+ c 


4.59.- J eos 2 {ír¡x)dx 

Solución. - 

u = cos(2 ír/x) 

[sen(2(? 77x)]2dx 


du = ■ 


J eos 2 (ir/ x)dx = | 


l + cos(2^x) 


dv = dx 
v = x 

1 


dx = — J dx + — J cos(2 Í7jx)dx 


1 1 

= — x + — 
2 2 


Í ~\ X X r 

sen(2(?77x)dx = — + — cos(2^x)+ sen(2(?77x)dx : 

J 2 2 J 


Integral que se desarrolla por partes: 

u =sen( 2 /?/ 7 x) 

[cos(2^x)]2dx 


du = ■ 


dv = dx 
v = x 


x x 
* = — + — 


cos(2Í77x) + xsen(2^x)-2 J cos(2 trjx)dx , 

Dado que apareció nuevamente: J cos(2 lfjx)dx , igualamos: * 

jí + i J cos(2 tr¡x)dx = ^ + ^cos,{2ír¡x) + xsen(2f^x) -2j" cos{2ír¡x)dx , de donde: 

^ J cos(2 i r/x)dx = ^ cos(2 i rjx) + x s e n(2 i r/x) + c 

^^cos(2ír¡x)dx = ^cos(2.ír¡x) + ^en(2ÍT¡x)-\- c , Por tanto: 

J eos 2 (£ ? 7 x)dx = ~ + ~ cos{2iijx) + ^-s en(2(? r/x) + c 

4.60.- 1 

s 

I 


2 10 

( i Sustituyendo por: w = £r/x,dw = — , Se tiene: 

x x 


Solución. - 

• lr¡(£ r/x) 


dx = | irjwdw , Esta integral se desarrolla por partes: 


u = (.rjw 

, dw 
du = — 
w 


dv = dw 
v = w 


wÍTjw-^dw= wir¡w-w + c = w{tr]w-í) + c = írix[ÍTi{trix)-\\ 


+ c 
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4 . 61 .- ^irj\x + ^dx 

Solución. - 


u=£rj |x + l| 

, dx 
du - 


x + 1 


dv = dx 
v = x 


J^|x + l|dx = x^|x + l|-J 

= x^|x + l|-x+^|x + l| + c 

4.62 .-JxVdx 


xdx 


x + 1 


xó 77 |x + 1| — J 1 


x + 1 


Idx 


Solución. - 


u = x 


2 


dv = e x dx 


du = 2 xdx v = e x 

J x 2 e x dx = x 2 e x - 2j xe x dx 

Integral que se desarrolla nuevamente por partes: 


u = x 


dv = e x dx 


du = dx 

= xV-2[xe*-j 'e x dx 

4 . 63 .- J eos" xdx = J eos 

Solución. - 


= x 2 e x - 2xe x + 2e x + c 
" -1 x eos xdx 


u = eos" 1 x dv = eos xdx 

du = (n-l)cos" -2 x(-senx)dx v=senx 

= eos" -1 xsenx + (n -l)Jsen 2 xcos" -2 xdx 
= eos" -1 xsenx + (n-l)J (1-cos 2 x)cos" -2 xdx 
= eos" -1 xsenx + (n-l)J eos" -2 xdx-(n -1)J eos" xdx , Se tiene: 

| eos" xdx = eos" -1 xsenx + (n -l)j eos" -2 xdx-(n-l)J eos" xdx , Esto es: 
nj eos" xdx = eos"' 1 xsenx + (n-l)J eos" -2 xdx 

feos» xdx = cos»^senx + (n-l) r ^ 

j n n J 

4 . 64 .- J sen" xdx = Jsen" ^senxdx 

Solución. - 

u=sen" -1 x dv = senxdx 

du =(n-l) sen" -2 x(cosx)dx v = -cosx 

= - sen" -1 xcosx + (n-l)J eos 2 xsen" -2 xdx 
= - sen" -1 xcos x + (n-l)J (1-sen 2 x)sen" -2 xdx 
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= - sen" 1 xcosx + (n-l)Jsen"~ 2 xdx-(n-l)Jsen" xdx , Se tiene: 
Jsen" xdx = - sen" -1 xcos x + (n-l)jsen" -2 xdx-(n -l)Jsen" xdx 
njsen" xdx = -sen n_1 xcosx4-(n-l)jsen n " 2 xdx 

fsen" xdx - ~ sen ' 1 * CQS * + f sen n - ; xdx 

J n n J 

4.65.- J x m (d r¡x) n dx = x m+l {ír]x) n -nj x m (£rjx) n ~' dx-mj x m (lr/x) n dx 

Solución. - 

u = x m {tr¡x) n 


rjy 

du = x m n{ÍTjx) n ^ b mx m ~\£jjx) n dx 

x 


dv = dx 
v = x 


Se tiene: (m +1)J x m {£ r¡x) n dx = x m+1 {ír¡x) n — nj x m {ír¡x) n 2 dx 


Jx m (^x)"dx: 


x m+1 (^x)" n 


-J x m (£rjx) n ~ 1 dx 


(m+ 1) (m + 1)' 

4 . 66 .- J x 3 (d/jx) 2 dx 

Solución. - 

Puede desarrollarse como caso particular del ejercicio anterior, haciendo: 

m = 3, n = 2 

;íu,^ 2 a., _ x J x \£ rjxf-'dx = X — -J x 3 (^x)dx* 


J x 3 (lr¡x) 2 dx ■ 

Para la integral resultante: Jx 3 (^x)dx 
\x 3 (irjx)dx 

J 4 4 


x 4 (^x) !j x 3 dx = x\Crix) x 4 


— + C, introduciendo en:* 
4 16 


f 3 / /? ^ 2 , x\ír¡x ) 2 x 4 

I x \ítjx) dx = - 


— (£nx)-\ + c 

4 8 32 

4 . 67 . - JxVdx 

Solución. - 

u = x" dv = e x dx 

du = nx" _1 dx v = e x 

JxVdx = xV-nJx""Vdx 

4 . 68 . - JxVdx 

Solución. - 

u = x 3 dv = e x dx 

du = 3 x 2 dx v = e x 

Puede desarrollarse como el ejercicio anterior, haciendo: n = 3 

J xVdx = xV — 3J xVdx* , Además: 
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*J x 2 e x dx = x 2 e x - 2j" xe x dx * * , Además: J xe x dx = xe x - J e x dx = xe x - e x + c 
Reemplazando en** y luego en *: 

J xVdx = x 3 e x - 3 [x V -2 (xe x -e x )~] + c 

J x 3 e x dx = e x (x 3 - 3x 2 + 6x - 6) + c 

4 . 69 . - J sec" xdx = J sec"' 2 xsec 2 xdx 

Solución. - 

u = sec"' 2 x dv = sec 2 xdx 

du = (n- 2) sec"' 3 xsec xrgxdx v = rgx 

= sec" 2 xrgx-(n -2)j rg 2 x sec"' 2 xdx = sec"' 2 xrgx-(n- 2)J (sec 2 x-l)sec"“ 2 xdx 

= sec"” 2 xrgx - (n - 2)J sec" xdx +(n - 2)| sec 11 ' 2 xdx , Se tiene: 

| sec" xdx = sec"' 2 xrgx - (n - 2) j sec" xdx +(n - 2) J sec"' 2 xdx 

(n - 1) J sec" xdx = sec"' 2 xrgx + (n - 2) j sec"' 2 xdx 

sec"' 2 xrgx (n - 2) r „_ 2 , 

= — + - -sec" xdx 

(n- 1) (n-l) J 

4 . 70 . - Jsec 3 xdx 
Solución. - 

Puede desarrollarse como caso particular del ejercicio anterior, haciendo: 

n = 3 


sec" xdx 


sec 3 2 xrgx 3-2 


sec 3 xdx = 


3-1 


+ - 


sec 3 2 xdx = 


3-1 


sec xrgx 1 


+ — sec xdx 
2 J 


sec xrgx 1 „ , , 

= + — t r¡ |sec xrgx| + c 

4 . 71 .- Jxfgxdx 
Solución. - 


u = lr¡x 

, dx 
du = — 
x 

x 2 


dv = xdx 

.2 


X' 


V = 


xdx x 2 . 1 2 

= — inx — x + c 

2 2 4 


J xt rjxdx = — lr¡x - J 

4 . 72 .- J x"£g|ax|dx, n + -1 

Solución. - 

u = £g|ox| 

dx 

du = — 
x 

"+i i 

J x n ir/\cix\dx = -(?g|ax| -J x"dx 


dv = xdx 

n+l 


V = ■ 


n+l 


n+l 


n + l- 


n+l 


ir¡ ax 


(n + l) 2 


- + c 
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4 . 73 .- J ares en axdx 

Solución. - 


u = ares en ax 


dv = dx 


r , r axdx 

ares e n axdx = x ares en ax - , = x ares en ax + 

J J 


1 |-(-2a 2 x)dx 
2a Jl-o 2 x 2 


= x ares e n ax + 


1 (l-a 2 x 2 )^ 1 r — 

— he = xarcsenax + — vl-a x +c 

2a y 2 a 


4 . 74 .- J xs en axdx 

Solución. - 


du = dx 


dv = sen axdx 


v = — eos ax 
a 


í xs en axdx = - — cosax + — í eos axdx = - — eos ax + ^-s en ax + c 

J n n * n n~ 


= — senax — eos ax + c 
a a 

4 . 75 .- Jx 2 eos axdx 

Solución. - 


du = 2 xdx 


dv = eos axdx 


v = — senax 
a 


r x 2 r 

x 2 eos axdx = — senax — xs en axdx , aprovechando el ejercicio anterior: 
J a a J 

x 2 2(1 x ) x 2 2 2x 

= — senax — —senax — eos ax +c = — senax — -senax -cosax + c 


4 . 76 .- j xsec 2 axdx 

Solución. - 


dv = sec 2 axdx 


du = dx 


v = — rgax 
a 


[ x sec 2 axdx = — rgax - — í rgaxdx = — rgax -——íg Isec axl + c 

J n n J e7 nn 


X 1 I | 

= — rgax — -ig sec ax + c 
a a“ 

4 . 77 .- jcos((?77x)dx 

Solución. - 
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u = cos(f^x) 

, senMrix) , 
du = dx 


dv = dx 
v = x 


Jcos(f77x)dx = xcos(/?77x) + Jsen(^77x)dx, aprovechando el ejercicio:4.43 
jsen(ir/x)dx = ^-[sen(^x)-cos(^x)] + c , Luego: 

X XX 

= xcos((?77x) + — [sen(f^x) -cos(f^x)] + c = xcos(^x) + — sen(trjx)- — cos(f^x) + c 

= — [cos(Crjx) + sen(trjx)] + c 

4.78.- 1 i 77(9 + x 2 )dx 
Solución. - 

u = £rj(9 + x 2 ) 

2 xdx 


du = 


9 + x 2 


dv = dx 
v = x 


J i r¡{9 + x 2 )dx = x(? 77(9 + x 2 ) - 2J * = xf 77(9 + x 2 ) - 2 |j 1 


9 + x 


9 + x 


\dx 


= xf 77(9 + x 2 ) - 2 í dx + 18 í =x£ 77(9 + x 2 ) - 2x + 6 are rg x /.+c 

J J 9+x ' ¿ 

4.79.- J xcos(2x + l)dx 

Solución. - 

dv = cos(2x + l)dx 


u = x 
du = dx 


v = — sen(2x + l) 


J xcos(2x + l)dx = ^sen(2x + l) Jsen(2x + l)dx 

x 1 

= — sen(2x + l) + — cos(2x + l) + c 

4.80.- J x are sec xdx 

Solución. - 

u = are sec x 

dx 


du = 


dv = xdx 

2 


V^í 


v = ■ 


X 


Jxarcsecxdx = -areseex- — J 


4.81.- J 


Solución. - 


x 
2 

are sec Vxdx 


2 J 2 


= — areseex- 


--Vx 2 -1 


+ c 
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u = are sec x 

, 1 dx 

du = 

2 x\¡x-l 


dv = dx 
v = x 


í are sec Vxdx = xarcsecx- — í ,^ X 
J 2 J -y/x-1 

4.82.- í Va 2 - x 2 dx = í ^ X dx = c 

J J Jü^x 2 

2 X r xdx 

= a aresen — j x . = * , integi 


= x are sec x-Vx-l + c 


a 2 -x 2 
Ja 2 -x 2 


dx = a 2 \- 


la~-x~ *Ja~-x 


- a ares en — x 
a J 

Solución. - 


u = x 
du = dx 


/ 2 2 

a -x 


* , integral que se desarrolla por partes: 


o 2 -x 2 


v = -va 2 -x 2 


* = <r aresen — | -xVa - x + J Va -x dxj , Se tiene que: 

J \¡a 2 -x 2 dx = a 2 aresen — + xVa 2 -x 2 -jVa 2 -x 2 dx , De donde: 

2 í Va 2 - x 2 dx = a 2 ares e n — + x\la 2 - x 2 + c 
J a 

C I 2 2~j a _ X X I 2 2~ 

Va"-xdx = — aresen — + — Va" -x +c 


4.83.- J ir¡ 1-x dx 


Solución. - 


u = ¿7/ l-x| 

dv = ( 

dx 

du = 

1-x 

V = X 

J ir¡ 1-x dx = x£ 7~¡ |l— x| — j 

• xdx 
x-r 

= x^|l x| Jdx = 

: xir¡ 1- 


4.84.-J^(x 2 +l)dx 

Solución. - 

u = ír¡{x 2 +1) 

, 2 xdx 

du 

x 2 +l 


dv = dx 
v = x 


J £ / 7 (x 2 +l)dx = xtr¡(x 2 + 1) — 2 J — - — - = xlr¡(x 2 +1) — 2 J |^1- 
= xír¡{x 2 +l)-2x + 2arcr gx + c 


x 2 +l 
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4 . 85 .- J are rgsfxdx 

Solución. - 

u = are rg^fx 

, dx 1 
du = 


1+x 2\[x 


dv = dx 
v = x 


1 r yfxd. 


farcrgVxdx = xarcrgV* — í * En la integral resultante, se recomienda la 

J 2 J 1 + x 

sustitución: Vx = í , esto es x = t 2 , dx = 2tdt 


= x are r 


= x 




1 rt/tdt 


Í J i+t 2 


= x are r 


9 ^“íl^ = xarcr9 ^ _ íí 1_ TT 


í+r 


dt 


are rg Vx - J di + J = x are rg Vx - t + are rgt + c 
- xarcrgV* - Vx + arcrgVx + c 

4 . 86 .- J — 7 dx 


4i^x 2 

Solución. - 


u = ares e n x 
dx 


dv = 


du = 


xdx 

yfl-x 




x 




I 


x ares e n x 




dx = - Vi - x 2 ares e n x + J dx = -Vi- x 2 ares enx + x + c 


4 . 87 .- J x are rgx/x 2 -1 dx 
Solución. - 

u = are rg*Jx 2 -1 
dx 


dv = xdx 
.2 


du = 


x 


cVV 2 ^! 


v = 


2 

1 r xdx 


J xarc rg-Jx 2 -1 dx = ^-arcrgV* 2 -1- — J -V= = ^-arcrgV* 2 -1- — V* 2 -1 
4.88.-J XarCr9X - 


+ c 


(x 2 +l) 2 


Solución. - 


u = are rgx 

, dx 
du = 


dv = 


xdx 


(x 2 +l) 2 


x 2 +l 


-1 


V = 


2(x 2 +1) 


■ x are rgx 

(* 2 +l) 2 


dx = 


-are rgx 1 


+ - 


dx 


2(x +1) 2 J (x 2 +iy 


* , Se recomienda la siguiente sustitución: 
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x = tqO , de donde: dx = sec 2 OdO ; x 2 +1 = sec 2 0 


* = . 


are rgx lrsec^dí? 


■ + 


are rgx 1 


2(x +1) 2 J sec 6 2(x 2 +l) 2 • 


eos 2 ddd = - 


arc rgx 1 rl + cos29d0 


- + 


2(x +1) 2' 


are rgx 1.1 „ . are rgx 1 1 _ _ 

+ — 6' + -sen26' + c = + — are rgx + — s en 6' eos 6' + c 

2(x 2 +1) 4 8 2(x 2 +l) 4 4 


are rgx 1 1 

- + — are rgx + 


1 


2(x 2 +1) 4 

are rgx 1 

- + — are rgx + 


4 Vx 2 +1 Vx 2 +1 

x 


+ c 


2(x +1) 4 


4(x 2 +1) 


- + c 


4.89.- J 


ares e n x 


xdx 




Solución. - 


u = ares e n x 

, dx 
du = 


dv = 


xdx 




Cl-x) 

1 


X 


V = 


& 


i 


ares e n x - 


xdx 


ares en x 


-ir. 


X 

dx 


^ Jl 

4.90.- J x 2 Vl- xdx 


x 


ares en x 1 . 


1 — x 


1 + x 


+ c 


Solución. - 

u = Vi- x 


du = ■ 


dx 


2^V 


dv = x^dx 
x 3 

V = — 


1 r x 3 dx 


í x 2 Vi- xdx = — Vi- x +— í . 

J 3 6J Vl^ 

sustitución: Vi- x =t, o sea:x=l-r 2 , De donde: dx = -2tdt 


Se recomienda usar la siguiente 


/ 


(l-t 2 ) 3 dí 


= — Vl r V--í(l-3r 2 +3r 4 -r 6 )dr = — Vl :r ^--(í-t 3 +— -— ) + c 

o o J v o r 7 y 


= -VT 

3 

Vi — x 


■ x — 
3 


r 

Vi - X -(l-x)Vl— x +^(l-x) 2 Vl-X - y(l-x) 3 Vl-X 


+ c 


x 3 _ 1 _ (1 _ x) + | ( 1 _ x ) 2_^ (1 _ x) 3 


+ c 
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IMPORTANTE: En este capítulo ningún resultado, o casi ninguno, se presentaron 
en su forma más reducida. Esto es intencional. Una de las causas del fracaso en 
éstos tópicos, a veces está en el mal uso del álgebra elemental. 

He aquí una oportunidad para mejorar tal eficiencia. Exprese cada resultado en su 
forma más reducida. 
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CAPITULO 5 


INTEGRACION DE FUNCIONES CUADRATICAS 

Una función cuadrática, es de la forma: ax 2 + bx + c y si ésta aparece en el 
denominador, la integral que la contiene se hace fácil de encontrar, para la cual 
conviene diferenciar dos tipos esenciales en lo que se refiere al numerador. 

EJERCICIOS DESARROLLADOS 


5.1.-Encontrar: J 


J x +2x+5 

Solución.- Completando cuadrados, se tiene: 

x 2 + 2x + 5 = (x 2 + 2x + ) + 5- = (x 2 + 2x + l) + 5-l= (x 2 + 2x + l) + 4 

x 2 + 2x + 5 = (x + l) 2 + 2 2 , luego se tiene: 


x 2 +2x + 5 j (x + 1) 2 + 2- 


. Sea: w = x + 1, dw = dx; a = 2 


dw 1 


w 1 


(x + 1) 2 + 2 2 j w 2 + 2 2 2 


= — are rg — re = — arcrg ve 


Respuesta: í— — 

J X 4 

5.2.-Encontrar: J 

Solución.- í — — ^ 

J Ay 2 4-, 


dx 1 x + 1 

— = — arcrg + c 

x 2 + 2x + 5 2 2 


J 4x + 4x + 2 
dx r 


= If- 

1 A a' 


* 4x ¿ + 4x + 2 j 4(x 2 +x+1/) 4 J x 2 +x+1/ 2 

Completando cuadrados: 

x 2 + x+ = (x 2 + x+ ) + — - =(x 2 + x + — ) + — - — = (x 2 + x + — ) + — 

/2 2 — 4 2 4 4 4 

1 11 

(x 2 + x + -) = (x + -) 2 + (-) 2 , luego se tiene: 


1 r dx 1 r 

4 J Y 2 4- v -4- 1/ 4 ^ 


4 * x - x - 1 .. 4 J (x+V) 2 +(V) 


, Sea: w = x + }/.,dw = dx; a = V, 


Ir dx 1 r dw 11 w 11 x + 

= I —7 — — = — — - = are rg — + c = — —arcrg — 

4 (x + y ?) 2 + í /^) 2 4 w ~ +a 4a ° 4 Y 2 

2x + l 

1/1 
= — are rg — ^ hc = — arcrg(2x + l) + c 
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Respuesta: J 


dx 


1 


4x +4x + 2 2 

2 xdx 


= — are rg(2x + l) + c 


5.3. -Encontrar: f 

J x 2 -x + l 

Solución. -u = x 2 -x + l,du = (2x-l )dx 
(2x-l + l )dx r(2x-l)dx 


i 


2 xdx 
x 2 -x + l 


r 


j 


+ 


hr^— =f-+í 

J x — X + 1 J u J 


du 


x — x + 1 J x — x + 


x -x + 1 

Completando cuadrados: 

x 2 -x + l= (x 2 — X + ) + l = (x 2 -x + — ) + l- — 

4 4 

/ 3 

x 2 -x+l= (x 2 - j/,) 2 + — , Luego se tiene: 


dx 


x -x + 1 


f2ü+ r — =f— +f 

J ii J y -y + 1 •'íi J 


dx 


du 


du 


X -x + 1 


(*-K) 2 + 


3 

2> + 4 


r du r 

h + S 


dx 


1/ V + rV^/ 


(X-V) 2 +(V % ) 


w= x-—,dw = dx:a = ^~ , luego: 
2 2 


r du r 

ÍT + i 


dx 


r du r 

1t + I 


(x _l/ ) > + ,V3/ ) = 


dw 


1 


w 


2 2 

w +a 


= lr¡ u + — are rg — t-c 


1 

x — 


2x-l 


= tr¡ x 2 -x + 1 + 


S/ 


-arcr g- 


S 

2 


2^/3 ^ 

^- + c = fglx 2 -x + lU are rg ¡- , +c 


_ x r 2xdx . 1 , j 

Respuesta: — = tr¡ \x -x + l + 

' r-v + 1 1 1 


2V3 


5.4.-Encontrar: J 


X -x + 1 

x 2 dx 


- are rg - 


3 

2x— 1 


V3/ 


- + c 


Solución. - 

r x 2 dx 
J x 2 + 2x + 5 


■íi 


x“ + 2x + 5 

2x + 5 V r . r 2x + 5 


x + 2x + 5 


dx = Jdx-J 

y 


x' + 2x + 5 


-dx , 


Sea: u = x 2 + 2x + 5, du = (2x + 2 )dx 

Ya se habrá dado cuenta el lector que tiene que construir en el numerador, la 
expresión: (2x + 2)dx . Luego se tiene: 


¡dx-¡ 


(2x + 2 + 3) 
x 2 + 2x + 5 


dx = Jdx-J 


(2x + 2)dx 


+ 


3 Í 


dx 


x' + 2x + 5 


x +2x+5 

Completando cuadrados, se tiene: 

x 2 + 2x + 5 = (x 2 + 2x + ) + 5- = (x 2 + 2x + l) + 5-l= (x 2 + 2x + l) + 4 = (x + 1) 2 + 2 2 

Luego se admite como forma equivalente a la anterior: 

dx 

-, Sea: w = x+l,dw = dx;a = 2 , luego: 

(x+1) 2 + 2 2 
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KÍV- 3 Í 


I 2 2 

u J w +a 


dw i! 1 w 

- = x-ír¡ \u -3— arcrg — + c 


= x-£rj x 2 + 2x + 5 - — arcrg +c 


= x-ir¡ x" + 2x + 5 - — are rg — + c 


Respuesta: í , * — = x — ^77 Ix 2 + 2x + 5| — 

J x 2 +2x + 5 1 1 

5.5.-Encontrar: í— — dx 

J x 2 + 2 x + 2 

Solución.- Sea \u = x 2 + 2x + 2 ,du = (2x + 2 )dx 


2x-3 


2x+2-5 


2x + 2 


x 2 +2x + 2 J x 2 + 2x + 2 J x 2 + 2x + 2 


x 2 + 2x + 2 




J u J x + 2 x + 2 

x 2 + 2x + 2 = (x + 1) 2 + 1 2 . Luego: 

= í ^-dx - 5 í Sea:w = x + l,du = dx;a=l. Entonces se tie 

J u J (x+ 1 ) 2 + 1 2 

= |^hJx-5| f X 2 = 77 |lí| — 5 — arcrg — + c = ír¡\x 2 + 2x + 5|-5arcrgi 
r 2x-3 1 | 

Respuesta: — — — - — dx = lr¡ x 2 + 2x + 5 -5arcrg(x + l) + c 
J x" + 2 x + 2 1 1 

5.6.-Encontrar: f . = 

J \/x 2 - 2 x -8 

Solución.- Completando cuadrados se tiene:x 2 -2x-8 = (x-l) 2 -3 2 


, Completando cuadrados: 


Sea: w = x + l,du = dx;a= 1. Entonces se tiene: 


2 2 

w +0 


I | 1 w 2 

= ír¡ u -5 — arcrg — h c = £r¡ x~ + 2x + 5 -5arcrg(x + l) + c 

1 n n 


— - — dx = £r¡ x +2x + 5 -5arcrg(x + l) + c 
x"+2x + 2 


/x 2 -2x-8 J ^(x-l) 2 -3 

dw „ I r—, 


, Sea:w = x-l,dw = dx;a = 3 


lw 2 -a 2 


= lrjw-\-\lw -a +c = i r¡ x-l + y¡x~ -2x-8 +c 


Respuesta: [-== 

J V X 2 

5.7.-Encontrar: J 


x 2 -2x-8 
r xdx 


= ir¡ x-1 + Vx 2 -2x-8 +c 


' y/x- 2x + 5 

Solución.- Sea:u = x 2 -2x + 5,du = (2x-2)dx. Luego: 
r xdx 1 r 2 xdx Ir 2x-2 + 2 , 


Vx 2 -2x + 5 
1 f (2x-2)dx 2 


-2x + 5 y/x 2 -2x + 5 
dx _ 1 (• du (• 

..2 , r = ? J ^ 7 + J7 : 


2 J Vx 2 - 2x + 5 2 J Vx 2 - 2x + 5 2 J Vü J Vx 2 - 2x + 5 

Completando cuadrados se tiene: x 2 + 2x + 5 = (x-l) 2 + 2 2 . Por lo tanto: 
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dx 


— fu ^du + [- f 

2 J J V(x-1) 2 +2 

Ir u w 

?J / !/ 


. Sea: w = x-1, du = dx;a = 2 


+ £r/ 


W + x/w 2 + Q " 


+ C = U^ + ÍTJ 


W + x/w" + Q 2 


+ C 


■ x/x 2 + 2x + 5 + (? 7 x-l+x/x 2 -2x + 5 


+ c 


xdx 


: x/x 2 -2x + 5 + ír¡ x-l + x/x 2 -2x + 5 


Respuesta: í , 

J x/x 2 -2x + 5 

5.8. -Encontrar: f ( * +1 ) dx 

J x/ 2 x-x 2 

Solución.- Sea:u = 2 x-x 2 ,du = (2-2x)dx .Luego: 


+ c 


r (x + l)dx 1 i 

p- 2 (x + l)dx 1 | 

p(- 2 x- 2 )dx 1 | 

[• (-2x + 2 - 4)dx 

x/ 2 x-x 2 2 J 

1 x/ 2 x-x 2 2 J 

! x/ 2 x-x 2 2 J 

sjlx-X 2 


1 r(2-2x)dx 4 


1 


+ — 


2 J x/ 2 x-x 2 2 J ^ 2 x 


í- 


dx 


dx 


1 r du 

— |-p + 2 J -p= 

-x" yj¿x-x~ 2 J Vu J x/ 2x-x“ 

Completando cuadrados: 2x - x 2 = -(x 2 - 2x) = -(x 2 - 2x + 1-1) = -(x 2 - 2x + 1) + 1 
= — (x — l) 2 +1 = 1— (x—1) 2 . Luego la expresión anterior es equivalente a: 


x/l-(*-l ) 2 


. Sea: w = x-l,dw = dx;a =1. Entonces: 


= -— Ju^du + 2 j 

/ / 

Respuesta: J + = -^x-x 2 + 2 arcsen(x-l) + c 


Vo 2 - 


■ = -u^ + 2 ares e n — + c = -x/ 2 x- x 2 + 2 ares e n(x - 1 ) + c 


xdx 


x/ 2 x 

5.9.-Encontrar: í - 

J x/5x 2 -2x + 1 

Solución.- Sea:u = 5x 2 -2x+l,du = (10x-2)dx. Luego: 


I- 


xdx 


= — f 

m J 


10 xdx 


1 f ( 10 x -2 + 2 )dx 


x/5x 2 -2x + 1 10 J x/5x 2 -2x + 1 10 J x/ 5x 2 -2x + l 


— í 

in J 


1 r ( 10 x- 2 )dx 2 


Í 

in J 


dx 


10 J x/5x 2 -2x + 1 10^x/5x 2 -2x + 1 10 J x/Ü 5 J ^Jsx 2 -2x + l 


1 r du Ir 

in J + s J 


dx 


1 | 

r du 

10 * 

1 xA7 


dx 


S(x 2 - 2 / s x + j/) 1° 


í uXdu+ s}íl 


dx 




2 12 1 

Completando cuadrados: x 2 --x + - = (x 2 --x + ) + - - 

= (x 2 --x + — ) + --— = (y- V\ 2 +(2/v 


25 5 25 


= (x- y^) +{y^) . Luego es equivalente: 
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1 

10 ' 


dx 


(x-yj+fy 5> 


dw 


- fu ^ du-\ ~¡= í 

I J 5V5 J 

1 1 

Entonces: = — í u'^du + — j= f 
inJ 

Ar¡ 


, Sea: w = x~y^,dw = dx;a = y^, 


10 ' 

V5x 2 -2x + l 1 


1 u X 1 


- + 


Respuesta: J 


5V5 

xdx 


5-^5 J V w 2 + a 2 10^/ 5V5 

1 V5x 2 -2x + 1 , 

x-- + ¡= I + C 

5 V5 


W + Vw" + Q 2 


+ C 


_ V5x 2 - 2 x + l ^ Vb /; ?J 
y¡5x 2 -2x + l 5 25 1 


1 V5x 2 -2x + 1 
x-- + 7 = 

5 V5 


+ c 


5.10.-Encontrar: J 


xdx 


V5 + 4x- 


Solución.-u = 5 + 4x-x 2 ,du = (4-2x)dx. Luego: 


xdx 




-2 xdx 


1 r (-2x + 4-4)dx 


^5 + 4x-x 2 2 J V5 + 4x-x 2 2 J V 5 + 4x-x 2 




1 f (4-2x)dx 4 




+ - 


dx 




dx 


2 J V5 + 4x-x 2 2 J V5 + 4x-x 2 2 J Vü J ^5 + 4x-x 2 

Completando cuadrados: 5 + 4x - x 2 = -(x 2 - 4x - 5) = -(x 2 - 4x + 4 - 4- 5) 
= -(x 2 - 4x + 4) + 9 = 9 - (x - 2 ) 2 = 3 2 - (x - 2 ) 2 . Equivalente a: 


Ju ^du + 2j 


dx 


- — Ju ^du + 2j 


p-(x-2 y 

dw 


. Sea: w = x - 2, dw = dx; a = 3 . Entonces: 




xja 2 - 


w 


1 u /¿ w 

— t— — + 2 ares en — + c 


I ^ 2 

= -V5 + 4x-x 2 +2 ares en he 

3 

Respuesta: J xc ^ x 


, = -a/5 + 4x-x 2 + 2 ares e n — h c 

V 5 + 4X-X 2 3 


5.11.-Encontrar: í . dx 

J v2 + 3x-2x 2 

Solución.- Completando cuadrados se tiene: 

2 + 3x - 2x 2 = -(2x 2 - 3x - 2) = -2(x 2 - % x - 1) = -2(x 2 - - x + — - — ) 

/2 2 16 16 


= -2 


J 


, 2 3 9 . 25 

(x X + — ) 

2 16 16 


dx 


í- 


= — 2 
dx 


r x _ 3 A 2 _ r 5 A 2 - 2 
/A> V4> \ ~ Z 

y 


'3/\ 2 _( x - 3 A 2 
74 /4 j . 

dx 


luego: 


^ 2 + 3x - 2x2 J a / 2 [(%) 2 -( x -%) 2 ] 


Sea: w = x - ^ , dw = dx, o = ^ . Luego: 


115 



dx 


dw 


w 


■-3/ 


^ 4 )' -( x - 3 4 )' ^W« 2 -w 2 V2 

4x-3 


ares en — + c = — = ares e n — — 
a V2 5/ 


- + c 


V2 

— ares e n 

2 5 


Respuesta: J 


- + c 
dx 


V2 + 3x-2x 2 2 


V2 4x-3 

ares e n + c 


5.12.-Encontrar: 

f dx 


' 3x 2 +12x + 42 


Solución. - 



f dx - f 

dx 1 1 

í dx 1 r 

J 3x 2 +12x + 42 J 

3(x 2 +4x + 14) _ 3^ 

' (x 2 +4x + 14) ~3J 


dx 




dx 


1 


dx 


3J(x + 2) 2 +10 3J (x + 2) 2 +(7I0) 2 3^10 

dx 


1 1 x + 2 

are rg , — +c 


>/ÍÓ 


Respuesta: J 


5.13.-Encontrar: f— — 

J Y 2 — 


3x +12x + 42 30 

3x- 2 , 

-dx 


JlO x + 2 

are r g , — + c 


Vio 


x -4x + 5 

Solución.- Sea:u = x 2 -4x + 5,du = (2x-4)dx, Luego: 

3x - 2 , „ r xdx „ r dx „ r (x - 2) + 2 „ r dx 


x -4x + 5 
(x-2) 


dx = 3j 


- 2 í — — — = 3 J 4--—LL—L _ 2 f — 

x -4x + 5 J x -4x + 5 J x -4x + 5 J x -4x + 5 


3Í+^- + 6t^ 2ÍV 

J y 2 -4y+í J v 2 _4y4-c; Jy 2 _ 


dx 


3 rdu 


- + ( 

x“-4x + 5 J x z -4x + 5 J x ¿ -4x + 5 2 J u J x z -4x + 5 


3 rdu A r dx 
- — + 4 — — 

J 11 J r v 2 — 


2 J u 

3 „ 12 


(x -4x + 4) + l 2 


= — ítj x 2 -4x + 5 + 4 í 

? J rv- 


r C1U r 1 
— + 4 — 
« 1/ « Y — 

dx 


dx 


(X-2Y+1 


= —lrj\x -4x + 5| + 4arcrg(x-2) + c 

Respuesta: [ - ^' V — - — dx = — t'glx 2 -4x + 5| + 4arcrg(x-2) + c 
J x -4x+5 2 1 1 


EJERCICIOS PROPUESTOS 

Usando Esencialmente la técnica tratada, encontrar las integrales siguientes: 

5. 

j ■ j ■ j ■ 

(5-4x)dx 


JVx 2 +2x-3dx 

5.15.- J Vl2 + 4x - x 2 dx 

5.16.- J 

| V* 2 -8 xdx 

5.18.- JV6x-x 2 dx 

5.19.- J 


Vl2x-4x 2 -8 
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5.20.- 1 
5.23.- 1 


xdx 

V27 + 6X-X 2 
dx 

4x 2 + 4x + 10 


B- 26 .--Í 

5-29.-J 


2 r 0 + %)dx 


3 J 9x -12x + 8 


3 dx 


V80 + 32x-4x 2 
5.32.- J Vl2-8x-4x 2 dx 

5.35.- f 

V8+2x-x 2 
5.38.- 1 ( * + 2)th; 


5.41.- 1 


x +2x+2 
(x-l)dx 
x 2 + 2x + 2 


5-21-J 

5.24.- 1 
5-27-J 

5.30.- 1 
5.33.- J 


(x-l)dx 
3x 2 -4x + 3 
(2x + 2)dx 
x 2 -4x + 9 
(x + 6)dx 
V5-4x-x 2 
dx 

Vl2x-4x 2 -8 

^x 2 -x + ^dx 


5-36-J 
5.39.- 1 


xdx 

x 2 +4x + 5 
(2x + l)dx 
x 2 +8x-2 


5-22-j 

r (2x-3)dx 

' x 2 +6x + 15 
r (2x + 4)dx 

5.25.- j 

a/4x-x 2 

5.28.- j 

C dx 

' 2x 2 + 20x + 60 

5.31.- j 

[• 5dx 

V 28-12X-X 2 

5.34.- j 

f dx 

' x 2 -2x + 5 
r (2x + 3)dx 

5.37.- j 

' 4x 2 +4x + 5 

5.40- j 

f dx 

V-x 2 -6x 


RESPUESTAS 
5.14.- J V x 2 — 2x-3 dx 

Solución.- Completando cuadrados se tiene: 

x 2 -2x-3 = (x 2 -2x + l)-3-l = (x-1) 2 - 4 = (x-1) 2 -2 2 


Haciendo: u = x-1, du = dx;a = 2 , se tiene: 

J V* 2 -2x-3 dx = J J(x-l) 2 -2 2 dx = J a/u 2 -a 2 du 

= —U'Ju 2 -a 2 - — a 2 iri u + \Ju 2 - a 2 l + c 

2 2 I 

= i(x-l)V(x-l) 2 -2 2 -^2 2 ^|(x-l) + V(x-l) 2 -2 2 
= — (x-1)a/x 2 -2x-3 — 2 Ó 77 |(x — 1) + V* 2 -2x-3 +c 


+ c 


5.15.- J Vl2 + 4x - x 2 dx 

Solución.- Completando cuadrados se tiene: 

12 + 4x - x 2 = -(x 2 - 4x - 12) = -(x 2 - 4x + 4 - 12 - 4) = -(x 2 - 4x + 4) + 16 


= 4 2 -(x-2) 2 

Haciendo: u = x-2,du = dx;a = 4, se tiene: 

J Vl2 + 4x-x 2 dx = J yj 4 2 -(x-2 ) 2 dx = J Va 2 -u 2 du = ^ u\Ja 2 -u 2 + ^ a 2 ares en — + c 
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= — (x-2)J4 2 -(x-2) 2 + — 4 2 ares en — — — + c 
2 v 2 4 

= — (x - 2Wl2 + 4x-x 2 + 8 ares e n — — — + c 
2 4 

5.16.- 1 Vx 2 +4xdx 

Solución.- Completando cuadrados se tiene: 

x 2 + 4x = (x 2 + 4x + 4) - 4 = (x + 2) 2 - 2 2 
Haciendo : u = x + 2,du = dx-,a = 2, se tiene: 


J \/x 2 +4 xdx = J xJ(x + 2 ) 2 -2 2 dx = J yju 2 -a 2 du 
= — u\Ju 2 -a 2 - — a 2 £r/ u + ^Ju 2 -a 2 \ + c 

2 2 I 

= kx + 2)J(x + 2f-2 2 -±2 1 (7 1 (x + 2) + ^j(x + 2) 2 -2 2 




x ¿ + 4x — 2ít¡ 


(x + 2) + Vx 2 + 4x 


+ c 


5.17 


,- JVx 2 -8 xdx 


Solución.- Completando cuadrados se tiene: 
x 2 -8x = (x 2 -8x + 16) -16 = (x-4) 2 -4 2 
Haciendo: u = x-4,du = dx;a = 4, se tiene: 


+ c 


J xJ(x-4) 2 -4 2 dx = yj u 2 - a 2 du = —u\Ju 2 - a 2 — a 2 ír¡ u + \Ju 2 - 


+ c 


-(x-4)^/(x-4) 2 -4 2 --4 2 ^ (x-4) + ^/(x-4) 2 -4 2 


+ c 


— — —yfx^-fíx-Qir/ 
2 


(x-4 ) + x/> 


-8x 


+ c 


5.18.- J \j6x-x 2 dx 

Solución.- Completando cuadrados se tiene: 

6x - x 2 = -(x 2 - 6x) = -(x 2 - 6x + 9 - 9) = -(x 2 - 6x + 9) + 9 = 3 2 - (x - 3) 2 
Haciendo: u = x - 3, du = dx; a = 3 , se tiene: 


J \¡6x- x 2 dx = xj?/ -(x-3) 2 dx = \¡a 2 -u 2 du = ^u\Ja 2 -u 2 

= ^(x-3)^3 2 -(x-3) 2 +“3 2 ares en X ^ + c 

(x-3) rz j 9 x-3 

= - -v6x-x + — aresen ve 

2 2 3 

(5-4 x)dx 

Vl2x-4x 2 -8 
Solución.- Sea: u =12x-4x 2 -8,du = (12-8 x)dx 



1 2 u 

+ — a aresen — + c 

2 a 
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I 


(5-4x)dx j- (-4x + 5)dx 1 j- 2(-4x + 5)dx 1 j- (-8x + 10)dx 

Vl2x-4x 2 -8 J x/l2x-4x 2 -8 2 J Vl2x-4x 2 -8 2 J Vl2x-4x 2 -8 

1 r(-8x + 12-2)dx 1 r (-8x + 12)dx r dx 


J 


1 


2 J Vl2x-4x 2 -8 2 J Vl2x-4x 2 -8 J Vl2x-4x 2 -8 


í- 


1 f (-8x + 12)dx 


J 


■í- 


dx 


1 f (-8x + 12)dx 1 


;í 


í- 


dx 


2 J Vl2x-4x 2 -8 J ^4(3x- x 2 - 2) 2 J Vl2x-4x 2 -8 2 J ^3x-x 2 -2 
Completando cuadrados se tiene: 

3x - x 2 - 2 = -(x 2 - 3x + 2) = -(x 2 -3x + — - — + 2) = -(x 2 - 3x + -) + -- 2 

4 4 4 4 

=-(x-^) 2 + T=é 2 -(*~) 2 


4 2 

1 f (-8x + 12)dx 1 


"í 


2 J Vl2x-4x 2 -8 2 


-7Í 


dx 


2 f-(x-y 2 f 


Haciendo: u =12x-4x 2 - 8, du = (12 -8x)dx y w = x-^,dw = dx, entonces: 


dw 


2 , , 2 
w 


1 1 w 

arcsen — - + c 

2 // 2 y 2 


1 r du Ir 

2^~V 

■ u ^ --^-arcsen 2 w + c = x/l2x-4x 2 -8 --^-arcsen(2x-3) + c 


5.20.- J 


xdx 


V27 + 6x- 


Solución.- Sea: u = 27 + 6 x-x 2 ,du = (6-2 x)dx 


xdx 


4í 


-2 xdx 


1 r(-2x + 6-6)dx 


V27 + 6x- 

1 j- (-2x + 6)dx 

2 V27 + 6x- 


■x- 2 J V27 + 6x- 


”1 


+ 3 J 


dx 


■x" ' V27 + 6x-x- 

Completando cuadrados se tiene: 

27 + 6x - x 2 = -(x 2 - 6x - 27) = -(x 2 - 6x + 9 - 9 - 27) = -(x 2 - 6x + 9) + 36 
= 6 2 -(x-3) 2 , Luego: 

1 r -y , ,, r dx 


2 J V27 + 6x-; 

i í-T L+3 í^= 

2 J Vü J V 27 + 6x- 


dx 


— Ju ~^du +3j 


Ve 2 -(x-3) 2 
x-3 


1 „ x-3 

- + 3arcsen + c 


6 
x-3 


--u 2 ' 2 + 3arcsen- — - + c = ->/27 + 6x-x 2 +3arcsen- he 

6 6 


5.21 .- 1 


(x-l)dx 
3x 2 -4x + 3 


Solución.- Sea: u = 3x 2 -4x + 3, du = (6x-4)dx 


r (x-l)dx _1 

r (6x-6)dx 1 

r(6x-4-2)dx 1 

r (6x-4)dx 1 

C dx 

3x 2 -4x + 3 6-1 

3x 2 -4x + 3 6-1 

3x 2 -4x + 3 6-1 

3x 2 - 4x + 3 3-1 

3x 2 -4x + 3 
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il 

r du 

_ll 

í 1 | 

• du Ir 

6 J 

1 u 

3-1 

1 3x 2 - 4x + 3 _ 6 ^ 

* u 3 J 

II 

r du 

1 , 

p dx 


6-1 

1 u 

9- 

' (x 2 -4/x + l) 



dx 


3(x 2 -^x + l) 


Completando cuadrados se tiene: 


2 4 2 4 4. . 4 . 2 4 4. 5 . 9 /. 2 

x^ — x + 1 = (x" — x H — ) + 1 = (x — x + — ) + — = (x- 4o) 

3 3 9 9 3 9 9 /o 


+ (^) 2 


1 r du Ir 

6 u 9 J 


dx 


(j: _2/ r + 0%) 






- + c 


-£^|3x 2 -4x + 3|-^-arcrg ^ +c 


15 


V^ 


5.22.- 1 


(2x-3)dx 
x 2 +6x + 15 


Solución.- Sea: u = x 2 +6x+ 15, du = (2x + 6)dx 


r (2x-3)dx 

r(2x + 6-9)dx 

r (2x + 6)dx 

dx 

x 2 +6x + 15 J 

x 2 +6x + 15 - 

x 2 +6x + 15 J 

x 2 +6x + 15 


í— -9Í 
J u J 


dx 


x' +6x + 15 


, Completando cuadrados se tiene: 


2 + 6x + 15 = (x 2 + 6x + 9) + 15 - 9 = (x + 3) 2 + 6 2 = (x + 3) 2 + (V6 ) 2 

Í—-9Í dX 
J U J 


: ír¡\x 2 + 6x + 15| — 9-^= are rg X+ J > + c 


(x + 3) 2 +(V6) 2 


V6 Ve 


x“+6x + 15 - 


3V6 


- are rg ■ 


x + 3 

Ve 


■ + c 


5.23.- 1 

s 

I 


dx 


Solución. - 

dx 


4x +4x + 10 

í 


dx 


dx 


4x +4x + 10 


4(x 2 +x+V 9 ) 4 J (x 2 + X+ Wrd) 


, Completando cuadrados: 


2 5-2 1. 5 1 . 1 2 9 -L 2 

x + x + — = (x +x + — ) + — — — = (x + — ) + — = (x + — ) + (— ) 


2 4 


¿i 


I 


dx 


11 x + / 

i o — = T^7 arcr 0 oV 
/ l x 2 / 3 . 2 4 3/ 3/ 

(*+ 2 ) +( 2 ) ,/2 /2 

(2x + 2)dx 


2 1 2x + l 

— 4-c = — arcrg + c 

6 3 


5.24.- 


x -4x+9 

Solución.- Sea:u = x 2 -4x + 9 ,du = (2x-4 )dx 
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( 2x + 2)dx r (2x-4 + 6 )dx r(2x-4)dx 


-4x + 9 


x -4x + 9 


x — 4x + 9 


+ 6 f 


dx 


x -4x + 9 


J U J y — 


dx 


, Completando cuadrados se tiene: 


x^-4x + 9 

x 2 - 4x + 9 = (x 2 - 4x + 4) + 9 - 4 = (x - 2 ) 2 + 5 = (x - 2 ) 2 + (V5) 2 , 

x -2 


rdu r dx . , i „ 1 x -2 


+ c 


x -4x + 9 + 


6^5 


-are rg- 


x — 2 

Vs 


■ + c 


5.25.- J 


(2x + 4)dx 
V4x-x 2 


Solución.- Sea:u = 4x-x 2 +9,du = (4-2x)dx 


r (2x + 4)dx 

f(-2x-4)dx _ 

C (-2x + 4-8)dx 

¡•(-2x + 4)dx r dx 

y¡4x-X 2 • 

Vti 

X 

1 

X 

1 

Vti 

X 

1 

X 

1 

1 V4x-x 2 J V4x-x 2 


-Ju /1/2 du + 8 j 


dx 


Vi 


, Completando cuadrados se tiene: 


x-x 


4x - x 2 = -(x 2 - 4x) = -(x 2 - 4x + 4 - 4) = -(x 2 - 4x + 4) + 4 = 2 2 - (x - 2 ) 2 


-Ju ^du + 8j 


dx 


V 22 -(*- 2 ) : 

x -2 


= - 2 u^ + 8 arcsen 


x -2 


- + c 


= -2V4x-x 2 + 8 arcsen- he 

2 

2 r 0 + / 2 ) dx 


5.26.-- f 

3 J 9x 2 -12x + 8 

Solución.- Sea: u = 9x 2 -12x + 8 , du = (18x-12)dx 

2 f ( x + %) dx 2 1 f (18x + 27)dx 1 f (18x + 27)dx 1 f (18x-12 + 39)dx 

9x 2 -12x + 8 


: J 




í: 


i' 


3 J 9x -12x + 8 3 18 J 9x -12x + 8 27 J 9x -12x + 8 27 

dx 


1 j 

r(i 8 x- 

27* 

' 9x 2 - 

1 j 

r du 

hr + 

27* 


- + - 


dx 

1 I 

r du 

- 12 x + 8 ~~ 

27 J 

1 u 


+ - 


9(x 2 - — x + — ) 
3 9 


39 


dx 


, 2 4 8. 

(x 2 --x + -) 
3 9 


Completando cuadrados se tiene: 

4 4 8 4 


x >- 1 + 5 = ( ^_I x+ ’ ) + £_’ =(x _^ + % = (x _2 / /^ + ,2A 2 

29 ^ Q QQ / ¿5 


1 (• du 3 3 f 
97 J n ?7vqJ 


39 


9 9 9 

dx 


27 J u 27x9 J (x-2/) 2 +(2/)2 27 


1 l I 39 1 *- 

= — + — arcrg- 


27x9 2 / 


- + c 


121 



1 


13 


= — irj^x -12x + 8 arcrg 


3x-2 


27 


54 


- + c 


5.27.-j 


(x + 6)dx 


V 5-4x-x 2 

Solución.- Sea: u = 5-4x- x 2 , du = (-4-2 x)dx 

(x + 6)dx 1 C (-2x-12)dx 1 r (-2x-4-8)dx 

? J 


I 


V5-4x- 

1 j- (-2x-4)dx 

2 V5-4x-x 2 




■ x“ 2 ^5-4x-x 2 


V5-4x- 


+ 




dx 


'7.5-4x- 


— f-y= + 4f 

2 J J 


dx 


x/5-4x 


x 

2 _ o2 


Completando cuadrados se tiene: 5-4x-x = 9-(x + 2)^ =3 -(x + 2) 


dx 


1 r du 

2 + ^3 2 -(x + 2y 

= -V 5-4x-x 2 +4arcsen 


= -Vü + 4arcsen X + ^ + c 


x + 2 


- + c 


5.28.- 1 

s 

I 


dx 


2x +20x + 60 


Solución. - 

dx 


1 


dx 


, Completando cuadrados se tiene: 


2x +20x + 60 2 J x" +10x + 30 
r 2 + lOx + 30 = (x 2 + lOx + 25) + 5 = (x + 5) 2 + (^5 ) 2 
Ir dx 11 x + 5 V5 x + 5 

2 J (x + 5) 2 +(V5) 2 2V5 V5 10 V5 


5.29.-J- 

Se 

I- 


3 dx 


V80 + 32x-4x 2 

Solución. - 

3 dx 


í- 


3dx 


1- 


dx 


V80 + 32x-4x 2 J 74(20 + 8x-x 2 ) 2 J ^/(20 + 8x-x 2 ) 

Completando cuadrados se tiene: 

20 + 8x-x 2 = -(x 2 - 8x - 20) = -(x 2 - 8x + 16 - 20 - 16) = -(x 2 - 8x + 16) + 36 
= -(x-4) 2 +6 2 =6 2 -(x-4) 2 


-J- 


dx 


2 J 7e 2 -(x-4) 2 2 

5.30.- 

J vl2x-4x 2 -8 
Solución. - 

dx 


3 x-4 

= — aresen h c 


I 


í- 


dx 


J 


dx 


Vl2x-4x 2 -8 J ^4(-x 2 +3x-2) 2 J ^(_ x 2 +3 x _2) 

Completando cuadrados se tiene: 
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-x 2 + 3x - 2 = -(x 2 - 3x + 2) = -(x 2 -3x + — + 2- — ) = -(x 2 - 3x + — ) + — 

4 4 4 4 

= (1/) 2 -í X -3/)2 
V2 J 1 /2 ] 


dx 1 

. =— arcsen — 

IW^W 2 ^ 


2 1 

— + c = — ares e n(2x - 3) + c 


5.31.- J- 


, Completando cuadrados se tiene: 


- v28-12x- x 

Solución.- 

r 5d * , 5 ( í 

1 %/28-12x-x ! 1 %/28-12x-x ! 

28-12x-x 2 =8 2 -(x + 6) 2 

r dx x + 6 

= 5 , — =5arcsen + c 

J + 2 8 


^8 -(x + 6) 8 

5.32.- J Vl2-8x-4x 2 dx 

Solución.- Sea: u = x+1 , du = dx;a = 2 

J Vl2-8x-4 x 2 dx = J ^4(3- 2x - x 2 )dx =2j \¡?>-2x- x 2 dx 

Completando cuadrados se tiene: 

3 - 2x - x 2 = -(x 2 + 2x - 3) = -(x 2 + 2x + 1) + 4 = 2 2 - (x + 1) 2 


2 y] 2 l -(x + l) 2 dx = 2 K/o 2 -u 2 du = 2(— uva 2 -u 2 H arcsen— ) + c 

J J 2 2 a 

= (x + lW-x 2 -2x + 3 + 4arcsen X + ^ + c 

2 

5.33.- ^ jx 2 -x + ^/dx 

Solución.- Sea: u = x - du = dx; a = 1 

Completando cuadrados se tiene: 

x 2 -x+%= (*- y^f +i 

^x 2 - x + ^dx = J(x-|/) 2 -t-ldx = Vu 2 + a 2 du 


= —u^Ju +a~ + — a~irj u + xju~ +a +c 
2 2 

= \^ x ~}2^ x2 ~ x + % + \ £ti x_ K + ^ x2_x + /4 +C 

= i(2x- 1 )Jx 2 -x+^/+^7 x-X + Jx 2 -x+% +c 


5.34.- J 


x -2x+5 
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Solución.- Completando cuadrados se tiene: 

x 2 -2x + 5 = (x 2 -2x + 4) + l = (x-2) 2 +1 


[ , = [ — — = are rg(x- 2) + c 

J x 2 -2x + 5 J (x-2) 2 +1 

(l-x)dx 
\¡8 + 2x- x 2 

Solución.- Sea: u = 8 + 2x- x 2 , du = (2-2 x)dx = 2(1- x)dx 


5.35.- 1 


J u ^ du = Vü + c = V 8 + 2x-x 2 + c 


j- (l-x)dx _ 1 j • du _ 1 
V8 + 2x-x 2 2 J Vü 2 

5.36.- í 

J x +4x + 5 

Solución.- Sea:u = x 2 +4x + 5,du = (2x + 4)dx 


r xdx 1 r 2 xdx 1 r (2x + 4) - 4^ 
•*x 2 +4x + 5 2'x 2 + 4x + 5 2 x 2 +4x + 5 


r (2x + 4)dx ^ 

r dx - 1 

[--2 

dx 

x 2 +4x + 5 J 

x 2 + 4x + 5 2 J 

u 2 J 

x 2 + 4x + 5 


tiene: x 2 +4x + 5 = (x 2 +4x + 4) + l = (x + 2) 2 +1 


, Completando cuadrados se 


1 

2 

1 

2 


Jv~ 2 J (x + 2^ + l = ^' ;| “ l ~ 2arer8(X + 2> + C 

tr¡ |x 2 + 4x + 5| - 2 are rg(x + 2) + c 


5 . 37 .- [ (2;1 + 3)d * 

J 4x 2 + 4x + 5 

Solución.- Sea: u = 4x 2 +4x + 5 , du = (8x + 4)dx 
r (2x + 3)dx _ 1 r (8x + 12)dx _ 1 r (8x + 4) + 8 
4x 2 + 4x + 5 4 J 4x 2 + 4x + 5 4 4x 2 + 4x + 5 

1 r (8x + 4)dx r dx _lr du + 2 f dx _ 1 r + 2 f dx 
4 J 4x 2 + 4x + 5 J 4x 2 + 4x + 5 4 ' u •* 4x 2 + 4x + 5 4 J u •* 4(* 2 + x + ^/) 


i í— + ií — Completando cuadrados se tiene: 

4 J u 2 J(x 2 + x+5/) 


X 2 + X + — = (x 2 + X + — ) + 1 = 

4 4 


+ 1 


1 r du 1 r 
4 ■> U + 2 ' 


dx 


5.38.- 1 


2 j ( x +y 2 ) 2 + 1 

(x + 2 )dx 


= -^|u| + - 
4 1 1 2 


x +2x+2 

Solución.- Sea :u = x 2 + 2x + 2,du = (2x + 2)dx 



+ c 
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(x + 2 )dx 1 r (2x + 4)dx 1 r (2x + 2) + 2 lr(2x + 2)dx 


x +2x + 2 2 J x +2x + 2 2 J x ¿ + 2x + 2 


dx =^\ 


- + 


dx 


2 J x + 2x + 2 J x“ + 2x + 2 


1 r du 


rau r 

hr + í 


dx 


1 r du 


x 2 + 2x + 2 2 


rau r 

h + S 


dx 


(x + l) 2 +l 


= -^77|u| + arcrg(x + l) + c = ^tj^x 2 + 2x + 2| + arcrg(x + l) + c 


5.39.- 1 


(2x + l)dx 


x +8x-2 

Solución.- Sea :u = x 2 +8x-2, du = (2x + 8 )dx 
r (2x + l)dx r(2x + 8)-7dx r(2x + 8)dx 


x 2 +8x-2 

: f — -7Í 

J u J 


x 2 +8x-2 
dx 


mzx + o )ax ? r 
x 2 +8x-2 J 


dx 


(x 2 +8x + 16)-18 


f— — 7 f 

J u J 


x 2 +8x- 2 
dx 


(x + 4) 2 -(3V2) 2 


= £ 7] u - 7 


1 


2(3y¡2) 


ir¡ 


(x + 4)-(3V2) 


+ c 


x 2 +8x-2|- ir¡ 


(x + 4) + (3V2) 

(x + 4)-(3>/2) 


12 


(x + 4) + (3V2) 


+ c 


5.40.- J- 


dx 


V-x 2 -6x 

Solución.- Completando cuadrados se tiene: 

-x 2 - 6x = -(x 2 + 6x) = -(x 2 + 6x + 9) + 9 = 3 2 - (x + 3) 2 
dx x + 3 


^3 2 -(x + 3) 

5.41.- J (x ~ 1)dx 


= ares e n - 


■ + c 


x 2 + 2x + 2 


Solución.- Sea:u = x 2 + 2x + 2,du = (2x + 2)dx 
(x-l)dx 1 r (2x + 2) - 4 lr(2x + 2)dx 
x 2 +2x + 2~ 2' x 2 + 2x + 2 X ~ 2' x 2 + 2x + 2 

■ 2 Í 


í 


II 

r— - 2 Í 

dx 

_I| 

• du 

2-1 

1 u 2 J 

x 2 + 2x + 2 

2 J 

u 


' 2 Í 


dx 


x“ + 2x + 2 


dx 


1 


(x + l)‘+l 2 


= — íij u -2arcrg(x + l) + c 


= —£r¡ x^ + 2x + 2 -2arcrg(x + l) + c 
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CAPITULO 6 


INTEGRACION POR SUSTITUCION TRIGONOMETRICA 

Existen integrales que contienen expresiones de las formas: a 2 - x 2 , a 2 + x 2 
x 2 -a 2 , las que tienen fácil solución si se hace la sustitución trigonométrica 
adecuada. A saber, si la expresión es: a 2 -x 2 , la sustitución adecuada es: 
x = asenO ó x = a cosO. Si la expresión es:a 2 +x 2 , entonces: x = asee 0 


EJERCICIOS DESARROLLADOS 


1. Encontrar: J 


dx 


Solución.- Dada le expresión: 4- x 2 , la forma es :a 2 -x 2 , la sustitución adecuada 

es:x = asen6> o sea: x = 2sen6> dx = 2cosOdO . Además:sen0 = - . Una figura 

a 

auxiliar adecuada para ésta situación, es: 



x 


I 


dx 


I 


dx 


I- 


2 eos 9d9 


■I- 


2 eos 9d9 


V(4-^ 2 ) 3 J V(2 2 -^ 2 ) 3 ^ V(2 2 -2 2 sen 2 O'f J ^[ (2 2 (l-sen 2 e)J 

2cos 9d0 r2cos0d0 r2cos0d0 1 r dO 1 


f 


V 


f; 


-Jsec 2 9d0 


a/( 2 2 eos 2 O'f (2 eos Of ■* 2 3 cos 3 0 2 1 ■* eos 2 0 4 

f 7 1 

sec" OdO = -zgO + c . A partir de la figura triangular se tiene: 

J A 


rgO = — , Luego: —rgO + c = — , * = + c 

y¡4-x 2 4 4 ^4-x 2 


Respuesta: J 


dx 


1 x 


V(4-x 2 ) 3 4 VW 


r + C 


6.2.-Encontrar: X dx 

J V 


Solución. - 
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[ — ^ — ^—dx = í — - — ^—dx , la forma es: a 2 - x 2 , luego: 
J x J x 

Sea: x = 5sen<9 dx = 5cos OdO , \Js 2 -x 2 = 5cos6* 

Además:sen0 = — 

5 


/5 2 -x 2 


j x _ [ $ cosOScos OdO _ r eos 2 OdO _ <• (1-sen 2 0)d0 

$ SenO con/) J c¿>n /9 


señé* 


sen 0 


- 5 J s e n Od 0 = 5 J eos ecO - 5 J s e n OdO 


j sen 5 > j j 

= 5ég |cos ecO - co rgO\ + 5cos 0 + c . 

De la figura se tiene: 



5 2 -x 2 


a 5 . V25-x 2 . 

eos ecO = — , co rgO = , luego: 

x x 

ra 5 V25-x 2 /V25-x 2 r/) 5-V25-X 2 r— 7 

= 5 ir¡ + p -j + c = 5Cg +V25-X +c 

xx t x 


_ . rv 25-x , _ n S-M/.S-X [— 7 

Respuesta: — - — — -dx = S(íg +V 25 -x - +c 

* Y V 


5-V25-X 2 


6.3.-Encontrar: f , * = 

W(4x-x ! ) s 

Solución.- 4x - x 2 = -(x 2 - 4x) = -(x 2 - 4x + 4- 4) = 4 - (x 2 - 4x + 4) = 2 2 - (x - 2) 2 
f . = = í — . =— , la forma es: o 2 -u 2 , 

J ÜWf 1 (V2 ! -(x-2 F) s 

Luego: x-2-2senO.‘. dx - 2 eos ddd , J2" — L >. — 2 1 J - 2cosd 
Además: sen 6* = - — - 


2 eos OdO 1 r d0 Ir 2 1 

— 5 — = - — = - sec OdO = — tqO + c 

? 3 rnc 3 XL J rnc 2 ZL J ZL 


r ux _ rzeost/op _ i r a a 

J ( A /2 2 -(x-2 ) 2 ) 3 2 3 cos 3 6 * 4-* eos 2 0 4 


De la figura se tiene: 

x -2 . 1 - x -2 

Pero: rg6>= . luego: -rgO + c = — . +c 

V4x-x 2 4 4v4x-x 2 

x r dx x-2 

Respuesta: , = = — , + c 

J J(4x-x 2 ) 3 4x/4x-x 2 



/4-(x-2 ) 2 =V4x-x 2 
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6.4.-Encontrar: J 


x 2 dx 


(a 2 -x 2 y 


Solución. - 

x 2 dx 


■í: 


x 2 dx 


, la forma es: a 2 -x 2 


Ka 2 -* 2 / 2 J (Va 2 -x 2 ) 3 

I 2 2 ' X 

Luego: x = asend, dx = a eos 0, va" - x = a cosí? , ademas: sen 0 = — 


f x 2 dx 1 

f a 2 sen 2 da eos ddd | 

r sen 2 d d d i 

rsen 2 ddd 

(Va 2 -* 2 ) 3 ‘ 

(acosd) 3 ' 

¡/ eos 2 d 

eos 2 d 


(1-cos 2 d)dd r dd 


eos 2 0 


ÍV í dd = \sec 2 ddd- [ dd = 

J cos 2 q J J J 


De la figura se tiene: 



x 


X XX 

Pero: rgO = — r = — - , además: sen0 = - y 0 = arcsen- 
yja 2 -x 2 a a 

X X 

Luego: rgd-d + c = l = ==-arcsen — + c 


i 


a -x 


x~dx 


Respuesta: J — — - 

y] (a -x ) yja~ —x 

6.5.-Encontrar: í _ 

J xV 


X X 

ares en — + c 
2 a 


dx 

,2 /á 3" 


Solución. - 

dx 


! 


dx 

2 - 2 J •■ 2 V3 r=? 




J 


, la forma es: a 2 -x 2 


x yy-x x 


Luego: x = 3sen í?, dx = 3cosddd,j3 2 -x 2 = 3cosí? , además: sen d = 


dx 


r ^jeetéíídO 1 r dd Ir 2 
— ó = - 5— = - eos e<r 


"•\/3 2 — x 2 3 2 sen 2 9* sen 2 0 9 


De la figura se tiene: 



x 
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Pero: co xgO = 


JT- 


1 


, luego: -co rg9 + c = - 
x 9 




9x 


■ + c 


Respuesta: J 


dx 




6.6.-Encontrar: J 


x 2 dx 


9x 


- + c 




, la forma es: a 2 -x 2 


Solución. - 

r x 2 dx r x 2 dx 

^ V 9 -X 2 ■* V 3 2 -X 

Luego: x = 3sen 0, dx = 3cos 0d9, x¡3 2 -x 2 = 3cosí? , además: sen 9 = ^ 

Usaremos la misma figura anterior, luego: 

r x 2 dx r3 2 sen 2 9^otáí)d9 e 2 r (1- eos 20)^0 

, = — — = 9 sen 0d9 = 9 — 

J [3 2 J J J ? 


J ígoS^ 


\0-—\ eos 2 ddd = — 9- — $>en29 + c = —9- — 2s>en9cos>9 + c 
J ? J ? a 1 A 


9 
2 

9 9 x J 9-x 2 

= -6 > --sen^cos^ + c, de la figura se tiene que:sené> = -,cos0 = — - — y 


0 = ares en — , luego es equivalente: 

9 x 9 x \¡9 

= — aresen — 

2 


x z 9 

h C — — 

3 4 3 3 2 


V 


x \/9 - x 2 

ares en 

3 9 


+ c 


x“dx 


V 


x a/ 9 - x' 

ares en 

3 9 


+ c 


Respuesta: J- - ^ 

6.7.-Encontrar: J \Jx 2 -4dx 

Solución. - 

J \Jx 2 -4dx = J \Jx 2 -2 2 dx , la forma es: x 2 - a 2 

Luego: x = 2sec 0,dx = 2sec0rg0d0,\Jx 2 -2 1 = 2rg9 , además: sec0 


x 

2 


J yjx 2 -2 2 dx = J 2rg92s&c0Tg9d9 = 4J sec 0Tg 2 0d0 = 4J sec0(sec 2 0-T)d0 
= 4J sec 3 0d0-4j sec 0d 9 

Se sabe que: ^sec 3 0d0 


SeC 9 r g9 +-£g\sec0+Tg0\ + C , luego lo anterior es 


equivalente a: 
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= 4 


1 1 

— sec 0rg0 + — falsee 0 + rgO\ -4hj\sec0 + rgd\ + c 
V 2 2 y 


: 2 sec éfrgí? + 2d,r¡ |sec 6 + rg0\ -4 tr¡ |sec 0 + rg0\ + c 
2sec0rg0-2irj\sec0 + rg0\ + c 


De la figura se tiene: 

sec 0 = r g0 = 



, luego: 


■ x 'Jx 2 -4 

7 2 


• 2 ír¡ 


X yjx 2 -4 

1 

2 2 


xVx 2 -4 

+ c = 2 ír¡ 


x + 


777 


+ c 


x77~4 _2 i \J^—^ 


-2lr¡2 + c 


+ c 


r~¿ 

Respuesta: J Vx 2 -4dx = — — -2lr¡ x + x/x 2 -4 

_ _ x r x 2 dx 

6.8.-Encontrar: , 

J Vx 2 -16 

Solución. - 

r x 2 dx r x 2 dx . , 22 

= , la forma es:x^ - a 

Vx 2 -16 J vx 2 -4 2 

Luego: x = 4sect,dx = 4sectrgtdt,7 2 -4 2 = 4rgf , además: sect = — 

4 

r x 2 dx f 4 2 sec 2 t(/sect i^ídt) , 

1^7=1 =16 f sec tdt 

x 

y 


r i i ^ 

= 16 — secírgí + — £g|secí + rgí| + c = 8secfrgf + 8(?77|sect + rgt| + c 
,2 2 


De la figura se tiene: 

Vx 2 -16 

x Vx 2 -16 


sec t=-,rgt = 

4 4 


, luego equivale a: 


= 8 


- + 8£rj 


x Vx 2 -16 

1 

4 4 


+ c = 7x 2 -16 + 8lr¡ 


<\Jx 2 -16 


+ c 


|Vx 2 -16 + 8£g xVx 2 - 16 -8fg4 + c = ^Vx 2 -16 + 8fg xx/x 2 -16 


+ c 


x/^2 5 



Vx 2 - 16 
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x 2 dx x 


= — yx 2 -16 + 8l77 xvx 2 -16 +c 
2 -16 2 


Respuesta: f-¡= 

‘4? 

6.9.-Encontrar: J 


Solución. - 

f — = f — , la forma es: x 2 - a 2 

J xVx 2 - 1 J xVx 2 - 1 2 

Luego: x = sec t,dx = sec trgtdt, sjx 2 -l 2 = rgf , además: 

c dx r se&trgfdt , 

— r~ = — = df = t + c , 

J xVx 2 - 1 J sgetrgt J 



De la figura se tiene: 

Dado que: sect = x => t = arcsecx , luego: 
í + c = are sec x + c 

Respuesta: J — j== = arc sec x + c 


6.10.-Encontrar: í — x 

J (V4x 2 -24x + 27) 3 

Solución. - 

r dx _ r dx _ C dx 

J (x/4^24^27) 3 J ^4 (x 2 -6x + 277)3 _ 6x + 27/J 

= - f , ^ x Se tiene: 

8 J ^/(x 2 -6x + 277)3 

x 2 -6x + — = (x 2 -6x+ ) + — - = (x 2 -6x + 9) + — -9 

4 4 ~~ 4 

9 

= (x 2 -6x + 9) — = (x 2 -6x + 27/) = (x-3) 2 -(%) 2 , la expresión anterior equivale a: 

4 / 4 / z 


ax ir ax 

( J ^- 6 , + 27/ Á f = 4lfj (x _ 3)! _ ( 3/ )2 ] s 


, siendo la forma: u 2 -a 2 , luego: 


x - 3 = sec t, dx = sec trgtdt , además : sec t = ^ 



r - 6 + 27/ 


131 



De la figura se tiene: 


x \Jx 2 -16 , 

sect = -,rgt = , luego equivale a: 

4 4 


R J 


dx 


^(x-3) 2 -(3/) 2 


1 f /2 sectT 9 tdt _ 1 1 rsectdt 1 

rJ r r 2 J 


( S) T 9 


1 R J 


1 r eos tdt 




18 J (senf)~ 
1 


1 

18 


J(sent) 2 eos tdt : 


1 

cosí 

''t 8 3" J rg ¿ t 18 J sen 2 1 

eos 2 1 

1 (sení) 1 1 1 

- + c = — - 


= cosecí + c, como: eos ect = 

18 


18 -1 
x-3 


x 2 -6 x + 27/ 


18 (se ni) 

, entonces: 


- + c 


x-3 


18 


x 2 -6 x + 27/ 


- + c = — 


1 


x-3 


x-3 


9 V4x 2 -24x + 27 


Respuesta: J 


+ c 


dx 


18 4x 2 -24x + 27 

4 


x-3 


■ + c = — 


1 


x-3 


(V 4x 2 -24x + 27) 3 9 ^4x 2 -24x + 27 


18 ^4x 2 -24x + 27 
2 


+ c 


6.11.-Encontrar: J 


dx 


Solución. - 

dx 


I 


V (16 + * 2 ) 4 J a/( 42 +^ 2 ) 


f- 


V(16 + x 2 ) 4 

dx 


Luego: x = 4rgt, dx = 4sec 2 tdt, V4 2 + x 2 = 4sect , además: rgt 


-X/ 


f dx 

■ 4sec^ tdt 1 

r dt - 1 

eos 2 tdt — — 1 

V 

^(4 2 + x 2 ) 4 J 

4 4 sec 4 f 64^ 

sec 2 í 64 ^ 

LUÍ) LUI — 

64 J 


-dt 


l r l r „ l l 

= din cos2rdt = f h sen2t + c 

128 J 128 J 128 256 

Como: rgt = ^ => t = are rg , sen2í = 2senícost; luego: 

x 4 8x 


í + ^— sen2í + c = 2 
128 256 

1 


Vl6 + x 2 Vl6 + x 2 16 + x : 


, Se tiene: 


z 1 8x 

-arcrg % + 7 

128 /4 256 16 + x 2 


1 y / x 

+ c = arcrg y, H — 

128 /4 32(16 + x 2 ) 


+ c 


+ c 
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_ x r dx 1 x x 

Respuesta: , arcrg — h — + c 

J J(16 + x 2 ) 4 128 4 32(16 + x 2 ) 


6. 12. -Encontrar: J 


(x 2 +100) / 


Solución. - 

r x 2 dx 


r x ax r x ax 

J(x 2 +100) % J(Vx 2 +10 2 ) 3 


se tiene: x = 10rgí, di = 10sec 2 tdt , Vx 2 +10 2 = 10 sec i ;además: rgt = — , luego: 


sen" i 

f x ' dx r ^rg 2 t(}(í^t)dt _r rg 2 tdt _ r cos / 1 dt _f sen2 1 dt 

■* (x/x 2 +10 2 ) 3 Oíl^sec^t) ■* sec i ■> 1 ■> cosí 

petét 


(l-cos 2 í) 


dt = f — — f cosídí = fsecídí-fcosídí = ^nlsecí + raíl -sen i + c 
J roe t J J J 


_ VIOO + x x , x 

Como:secí = ,rqt = — , ademas: s en í = — p= 

10 10 JÍÓÓ77 


. VIOO + x x x . 

= irj 1 . +c = dri 

10 10 JT^ióo 


/100 + x" + x 


x +100 


= ír¡ VlOO + x 2 + x 


x +100 


- i 77 IO + c = i rj VIOO + x 2 + x 


x +100 


Respuesta: J 


(x 2 +100) / 


■ = trj VIOO + x 2 + x 


x 2 +100 


Nota: En los ejercicios 6.11 y 6.12 se ha omitido la figura (triángulo rectángulo). 
Conviene hacerla y ubicar los datos pertinentes. En adelante se entenderá que el 
estudiante agregará este complemento tan importante. 

6.13.-Encontrar: í — * ^ 3/ 

J (x 2 +8 2 )^ 

Solución. - 

C x 2 dx (• x 2 dx 
(x 2 +8 2 )^ _ (Vx 2 +8 2 ) 3 ' 


se tiene: x = 8rgí, di = 8sec 2 ídí , Vx 2 +8 2 =8secí además: rgt = - , luego: 


/rgh^^t), crg 2 t 


(Vx 2 +8 2 ) 3 


sec^ i 


i = [ ^ di = [ sec tdt - [ eos tdt 

J C Pf t J J 
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. i i \¡x + 64 x 

= e 77 |sec í + rgt\-sent + c , como: secf = ,rgt = — ,sent = ■ 

Se tiene como expresión equivalente: 


x +64 


„ v x 2 + 64 x x 
= ír¡ + 

8 8 Jx 2 + 64 


. Vx"+64 + x x 

+ c = lr¡ , + c 

8 Jx 2 +64 


-tn *Jx 2 + 64 + x — , 

y[7V64 

Respuesta: íííW = 

6.14.-Encontrar: f — — ^ — 

J / H2 , 


— y- = £t7Vx 2 +64 + x 

(x 2 +8 2 )^ 


lx +64 


(V3 2 +x 2 ) 4 


Solución.- se tiene: x = 3rgf, dx = 3sec 2 tdt , V3 2 + x 2 = 3sect , además: 


x 

rgt = — 
3 


(V 3 2 + x 2 ) 4 J 3 /í +sec /í r 3 3j sec 2 r 27 


1 

r dt 

3 3 • 

' sec 2 í 


1 1 

- f eos 2 fdf = — í H í eos 2tdt 

J sa J 


54 54- 


1 1 


1 1 


1 1 


= — t H sen2t + c 1 = — H 2senícosr + c = — H sentcost + c 


54 108 


54 108 


54 54 


xx x 3 

Como: rgt = — => f = are rg — , además: s en f = . eos t = — = 

3 3 V9 + x 2 V9 + x 2 

1 xlx3 1 xx 

= — are rg — H , — ¡= + c = — are r g — 1 r- + c 

54 3 54^^^^ 54 3 18(9 + x 2 ) 

_ . r dx 1 xx 

Respuesta: — , = — are rg - + — + c 

J (V3Ñ ^) 4 54 3 18(9 + x 2 ) 

6.15.-Encontrar: f dx = 

J Vx 2 -4x + 13 

Solución.- Completando cuadrados se tiene: 

x 2 -4x + 13 = (x 2 -4x + ) +13- = (x 2 -4x + 4) + 13-4 = (x-2 ) 2 +3 2 

Se tiene: x-2 = 3 rgt,dx = 3sec 2 tdt , V 3 2 + x 2 = 3secr 
J(x-2) 2 +3 2 = Vx 2 - 4x + 13 = 3secí , 


Sea: x-2 = 3rgt,dx = 3sec 2 tdt ;además: rgt = — — , luego: 


dx 

/(x-2) 2 +3 2 


r X sec^ tdt r , . i 1 

J = J sec tdt = tg|sect + rgt| + c 
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'x 2 - 4 x + 1 3 


De la figura se tiene: 

\jx 2 - 4x + 13 x-2 . 

sec t = , rgt = , luego: 

„ yjx 2 - 4x + 13 x-2 ñ x/x 2 -4x + 13 + (x-2) 

= lr¡ 1 vc = ír¡ he 

3 3 3 



= tr¡ V* 2 -4x + 13 + (x-2) +c 


Respuesta: J 


lx — 4x + 13 


■ = lr¡ Vx 2 -4x + 13 + (x- 2) +c 


6.16.-Encontrar: J Vl + 4x 2 dx 

Solución. - 

J x/l + 4x 2 dx = J v/l 2 + (2x) 2 dx 


1 2 


Se tiene: 2x = rgt, 2 dx = sec ídí => dx = —sec ídí , Además: rgt = - 

J ^/l 2 +(2x) 2 dx = J -y/l 2 + rg 2 í— sec 2 di = — Jsecí sec 2 ídí = — Jsec 3 ídí 
1 1 

= —sec trgt + — dr/ sec írgf + c , 

4 4 1 1 


De la figura se tiene: H 

Vl + 4x 2 

secf = , rgf = 2x 

= — x/l + 4x 2 2x + — ir¡ VW +2x + c 
4 4 

Respuesta: [Vl + 4x 2 dx = -x/l + 4x 2 2x + -£g Vl + 4x 2 +2x + c 

J A A 



fl + 4 x 


EJERCICIOS PROPUESTOS: 

Utilizando esencialmente la técnica de sustitución por variables trigonométricas, 
encontrar las integrales siguientes: 


6.17.- U/4- x 


6.18.-J- 


la 2 -x 2 


6.19.- 1 


x 2 +a 2 
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6.20.- J 


dx 


2 2 

x -a 


6.21.- j 


V 


dx 

2 2 

x~ +a 


6.22.- J 


dx 


yjx 2 -a 2 


_ __ r ax 

fi 90 - 1 

RW.f 

fi 9R - f aX 

Mx 2 -9 

xVx 2 - 2 

J xVl + x 2 

_ __ r x 2 dx 

fi 9fi - 

6 27-f ^ 

6 oo f^ x2_9 J.. 

J Vi-* 2 

J V2-x 2 

J X 

C ,o.f * 

e -jn f^ x2+1 ^ 

fi 91 - f dx 

J xV4x 2 -16 

6.30.- — ; — — dx 

J X 

J x 2 V4-x 2 

6.32.- j -J a - x 2 dx 

6.33.- f Va 2 -* 2 1¡* 

6.34.- [ * dX 



J Vx 2 + o 2 

fi OR - f dx 

6 36 - f dx 

fi 07 f X ' dX 

J Wx 2 + 9 

J V5-4* 2 

J (4-x 2 )^ 

6.38.- í x 2 yjs~ x 2 dx 

6.39.- f í_ 

6.40.- í x 3 ^a 2 x 2 +b 2 dx 

J 

■* xVx 2 +3 

J 

6 41 f d X 

6 42 - í dx 

6.43.- í x 3 yja 2 x 2 -b 2 dx 

x 2 Vx 2 +a 2 

' J (x 2 + a 2 ) 2 

J 

6.44.- í * 

C /ic f^ 2x2_5 ^. 

fi/ifi.f x ' dx 

J x 2 Vo 2 -x 2 

0.40.- dx 

J X 

J ViT^s 

C /I "7 f ^ _100 ^ 

fi AR - f dx 

fi AQ - f dx 

6.47.- dx 

J X 

x 2 V* 2 -2 

J x^9-x 2 

c en rV* 2 +a 2 ^ 

6.51.- f Xdx 

fi R9 - f dx 

6.50.- dx 

J X 

J Va 2 -x 2 

J Vl-4x 2 

_ _ r dx 

_ r xdx 

_ r dx 

fi RO - 1 

fi RA - 1 


J V4 + x 2 

J V4 + x 2 

J xVa 2 + x 2 

R Rfi . f (x +i)dx 

fi fi7 _ f dX 

6 58 - í dx 

< 

( 

< 

4^~ 

1 

X 

J V2-5* 2 

J(a 2 -x 2 )^ 

_ __ r dx 

fi.Rq.- 

«cn.f * 2 * 

6 61 - í X dx 

J V4-(x-l) 2 

J Vw 

J V^? 

fi fio f ^ 

6.63.- f * 

ee-i.f (2*+Dd* 

■* V21 + 4X-X 2 

J(x 2 -2x + 5)^ 

J V(4x 2 -2x + 1) 3 

fi fiR - f dx 

fi fifi f xdx 

fi fi7 _ f ( X + 1 ) dx 

J (x-lWx 2 -3x + 2 

J Vx 2 -2x + 5 

J V2x-x 2 

RRQ.f 

fi fio - f dx 

fi 7n r xdx 

J V* 2 -4x + 3 

J Vx 2 -2x-8 

vj.fir- i , 

J Vx 2 +4x + 5 
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RESPUESTAS 


6.17.- U/4-x 


Solución. - 



Se tiene: x = 2sen 6,áx = 2co s0d0 , V4 + x 2 = 2 eos 0 


4- x 2 =| 2 eos 02 eos 0d0 = 4j eos 2 0d0 = 20 + sen20 + c = 20 + 2sen0cos 0 + c 


„ x xv 4-x~ 

= 2 ares e n — h h c 

2 2 


6.18.- J- 


/ 2 2 

la -x 


Solución.- se tiene: x = asen 0,dx = acos0d0 , Va 2 -x 2 = a cos0 


/ 2 2 

a -x 




= ares e n — + c 
a 


6.19.- J 


2 2 

x +a 


Solución.- se tiene: x = arg0,dx = a sec 2 0d0,Vx 2 + a 2 =asec0 


h!W 

_ __ r dx 

6 - 20 -- J — — 

* V — I 


x 2 + a 2 ) 2 


r/s&^8d8 Ir 1 1 X 

: £ — — d 0 = — 0 + c = — are zg — + c 

J a X ^0 o J o o o 


2 2 

x -a 


Solución. - 



Se tiene: x = asec0,dx = asec0rg0d0 , Vx 2 -a 2 = arg0 


f = f. 

X 2 - O 2 •* I 


x 2 -a 2 ) 2 


J a^rg^d a J rg 0 o J 


= — 0 77 |cos ec8 - co rg 0 | = — (? g 


a a \Jx 2 -a 2 ■\Jx 2 -a 2 


1. x-a 1. (x-a) l.x-a 

= — tr¡ . + c = — dn . — — + c = — lr¡ +c 

o J x 2 — n 2 a V x 2 - a 2 2a x + a 


a k/x 2 -a 2 


6 -21-J 


/x 2 + o 2 


Solución.- 


2 2 

' x + a 
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Se tiene: x = argd,dx = asec~ QdO , vr + a 2 = asecO 
r dx r/sec / ddd r „ i 


lx 2 + a 2 


r ja sec aaa r , , 

J Qsetf) — = J sec ^^ = ^7|sec0 + rg#| + c 


x 2 +a ¿ x 


+ — + c = .£ 77 

o a 


x 2 +a 2 +x 


+ c = tr¡ x + vx 2 + a 2 -írja + c 


= tr¡ x + vx 2 + a 2 +c 


6.22.-J- 


lx 2 - a 2 


Solución. - 



Se tiene: x = asecd, dx = asec6rg6d6 , Vx 2 + a 2 = argO 
r dx r/sec0^gód0 

, = ^ = sec Od 9 = £ 77 sec 0 + rgé? + c 

J 11 


x vx 2 -a 2 


= £77 - + - +c = ¿77 

a o 


x + vx 2 -a 2 


+ c = £77 x + vx 2 -a 2 +c 


_ __ r dx 

6.23. - [ . 

J xa/x 2 - 9 

Solución. - 

Se tiene: x = 3sec 0, dx = 3sec0rg6dd , a/x 2 -9 = 3rg0 
r dx r^&^rgédd 1 , 1 are sec 

J xa/x 2 -9 J 3 J 3 3 

6.24. - f dx 

J Xa/x 2 -2 

Solución. - 

Se tiene: x = -J2sec0,dx = V 2 sec OrgOdd ,\¡x 2 - 2 = ^¡2rg0 


= — 6' + c = 


xa / x 2 -2 J^Socd cílpgé ^ 2 


a/2 a/2 

— are sec — x + c 
2 2 


6.25.- 1 


xVl+ x 


Solución. - 


/I + x 
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Se tiene: x = rg9,dx = sec 2 6dd , Vl+ x 2 = sec 9 
r dx 


<\fl 


XV 1 + X - 


rsec_9d9 _= f ^ _ í eos ec9d 9 = ir/\cosec9 -cor g9\ 
J ^gds^tÚ J J 1 1 


= tr¡ 


6.26.- 1 


v/l+x 2 1 

+ C = i 77 

— 

X X 



sení? 

Vl + x 2 -1 


+ c 


+ c 


x 2 dx 

v/l-x 2 


Solución. - 


Se tiene: x = sen0, dx = eos 9d9 , v/l-x 2 = cosé? 

1.1 

2 


f f sen^gdg = r S en’ftW = i*-i S e„2<Hc 

J 2 J noííí J 1 A 




= —9-—sen9cos9 + c = 
2 2 


ares e n x x 


--v/l^ + c 
2 


6.27.- J 


x 3 dx 

y¡2-x‘ 


Solución. - 


Se tiene: x = V2 sen 9, dx = V2 eos 9d9 , \¡2-x 2 = V2 cosí? 






j _^ = j2^W^^sW£ = 2>/í | sen 3 ftJ0 = 2>/í( _ cos0+ c^£ ) + c 

V 2 - -- 2 ^ ^ ^ 


J2rcas9 


6.28.- 

J X 

Solución. - 

Se tiene: x = 3sec 9,dx = 3sec 9rg9d9 , V* 2 -9 = 3 rg9 
r V x 2 — 9 . r3rg9^&f^Tg9d9 r 2nJ n 2 „ 

J ~ ¿x = J = 3 J Tg 0d9 = 3 J ( ' Sec d ~^ dd 

= 3 J sec 2 6táí? - 3j d 9 = 3rg9- 3 9 + c = v/x 2 -9 - 3 are sec — + c 


- + c 
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6.29, J 


dx 


xy ¡4 x 2 -16 

Solución.- 


X X 

Se tiene: — = secd,dx = 2secdrgddd , -1 = rgO 


J- 

XA 


dx 


±f- 

A J 


dx 


V 4x 2 -16 4 J v /(*/) 2 -l 4J .¿see^rg#' 4 


1 r dg= l g+c 


1 X 

= — arcsec — + c 
4 2 


_ _ _ r v x" +1 , 

6.30.- dx 

J x 

Solución. - 


Se tiene: x = rgd,dx = sec 2 í?dí? , ^[x 2 ~+l = secd 

dd 



r a/x 2 + 1^ _ rsec^sec 2 0d0 _ r 
■* x ■* rgí? •* 


eos 2 é^sení? 


=lr¡ 


= lr¡\cosec0 -corg0\-\ + c = lr¡ 

eos 6 


a/x 2 +1 1 


0 

rg — 
2 


+ 


+ - 


cosí? 


+ c , o bien: 


- + c 


x 2 +l 


= tr¡ 


a Jx 2 +1-1 


+ V* 2 +l + c 


6.31, | 


dx 

X 2 yj 4 -X 2 


Solución. - 


Se tiene: x = 2sen6 > , dx = 2 eos 6dd , \¡4-x 2 = 2 eos 9 


f dx _ [• Jjz&ífídO 

x 2 \ l 4- x 2 ’Msen 2 é'Ji-eoS'^ 
yí^X 2 

= + c 

4x 

6 . 32 .- j yj a - x 2 dx 

Solución. - 


— í eos ec 2 6d0 

4 J 


— corgí? + c 
4 
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Se tiene: x = Ja sen 9,dx = Ja eos 9d9 , Ja- x 2 = Ja eos 9 

J Ja-x 2 dx = J Ja eos 6 Ja eos QdO = aj eos 2 Odd 

a _ a n n a x x r~ 2 j 

— 6' +— sen6'cos6' + c = — aresen-— + — va -x +c 

2 2 2 Ja 2 


6.33.- J Ver -x 2 dx 

Solución. - 

Se tiene: x = asenO, dx = a eos 9d9 , Ja^-x 2 = acosé? 
J Va 2 -x 2 dx = ^ acos9acos9d9 = a 2 J eos 2 í?dí? 


a _ a „ „ o- xx /i 7 

— 6H sen6'cos6' + c = — ares en — + — va -x +c 

2 2 2 a 2 


6.34.- j- 


x 2 dx 


h 

2 , „ 2 


Vx‘ + a 

Solución. - 



Se tiene: x = argd,dx = asee 2 9d0 , Jx 2 +a 2 = asee 9 

r x 2 dx ca 2 rg 2 9 J sec' 2 9d9 2 r 2 ^ 2 rsen 2 í? 

, = — í -— = a 2 rg 9sec9d9 = a 

1 J J 


= a 


1 


(1-cos 2 9) 


= a 


eos 3 ¿? 

2 1 sec 9rg9 1 


^-seC'íí 

dé* = a 2 Jsec 3 6*dé*-a 2 J sec9d9 


eos 0 


dí? 


+ — irj |sec í? + rgé*| -a 2 tr¡ |sec 6* + rgé*| + c 
2 2 


2 g 2 

= — sec 9rg9 + — íg |sec 9+rg9\-a 2 (.g |sec 9 + rg9\ + c 

a 2 ^2 

= — sec 9rg9 - — lr¡ |sec 9 + rg9 1 + c 


a^ V* 2 + a 2 x a 2 

7 ^7 

/ 2 


Vx 2 + a 2 x 


- + - 


+ c = 




2 2 2 

xVx +a a „ 

i, 77 

2 


V 


x + a~ + x 


+ c 


6.35 .- 1 


dx 


x 2 Jx 2 + 9 


Solución. - 
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Se tiene: x = 3rg0,dx = 3sec 2 9d0 , 7x 2 +9 = 3sec0 
r dx _ r $sec'*0d0 _ 1 rsec^dí? _ 1 r cosd 1 ^ 

x 2 a/x 2 +9 9rg 2 9^s&2^ 9^ rg 1 0 9Jsen 2 í? 9sen O 

xlx 2 +9 

= + c 

9x 


6.36.-J- 


dx 


V5-4x 2 

Solución. - 


Se tiene: x = sen 0,dx = cos0d0 , J(%) 2 -* 2 = y^cosí? 


\:W^ 0áO l r 1 

- ■ L Jd6> = -^ + c 



1 x 1 2x 

= — ares e n , — + c = — ares e n —¡= + c 

2 /5/ 2 V5 


6.37.- j 


x 2 dx 


(4-x 2 ) 4 

Solución. - 


Se tiene: x = 2sení?, dx = 2 eos 9d9 , ^4-x 2 = 2 eos 6* 


I 


x 2 dx 


(4-x 2 )^ J 7(4 -x 2 ) 


r x 2 dx r/ísen^ O/l^a^ÚdO 
J /Z¡ ..2x3 J 



/ cos^ 6* 


: J rg 2 0d9 = J (sec 2 0-l)d9 


= zq9-9+c= , X =-arcsen — + c 

2 

6.38.- J x 2 ^5- x 2 dx 

Solución. - 

Se tiene: x = V5 sen 0,dx = V5 eos 0d9 , Vs-x 2 = V¡5 cosé? 

J x 2 '7-9 - x 2 dx = J 5 s e n 2 $V5 eos é>V5 eos étáé* = 25j s e n 2 0 eos 2 0d0 = -^ J s e n 2 20d0 

= — í (l-cos4é?)dé? = — — sen4é? + c = — 9 - — (2sen29 eos29) + c 

8 J 8 32 8 32 

nr n r 

= — — [2sení?cos2é?(cos 2 9- sen 2 ^)] + c 
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25 25 

— [se néjeos 3 0-sen 3 0cos 0)J + c 


8 

25 

2 


x xl 


:(x/5-x 2 ) 3 x 3 V5^ 

ares e n — ¡= h - 

Vs 


25 


25 


+ c 


6.39.- J 


dx 


x 4 x/x 2 +3 


Solución. - 



Se tiene: x = y¡3r gd,dx = V3sec 2 ddd , x/x 2 +3 = y¡3secd 


r dx -i 

p sec^ #d# 1 i 

r sec 0d 0 1 i 

reos 3 ddd 1 i 

r (1-sen 2 6*) eos ddd 

1 X 4 x/x 2 + 3 J 

9rg 4 dpJ$ ^ 

' rg 4 6> “9J 

sen 4 6* 9^ 

: sen 4 d 


lrcos^dí? lpcos^d^ 1 3 - 1 . 

= cosec 6' + — cosec6^ + c = 


r cus acia i r i 

I J q n 4 Q J 


x/x 2 + 3 


9 J sen 4 0 9 J sen 2 0 

6.40.- J x 3 x/a 2 x 2 +b 2 dx 

Solución. - 


27 


9x 


x/x 2 +3 


V 


3x 


+ c 


Se tiene: ax = brgd,adx = b sec 2 #d# , x/a 2 x 2 + b 2 =b secd 

[ x 3 V a 2 x 2 + b 2 dx = [ ^--r g 3 db secd — sec 2 ddd = - T [ rg 3 d sec 3 ddd 
j J a a a J 

^ [ rg 2 dsec 2 drgdsecddd = -j\ (sec 2 d -l)sec 2 drgdsecddd 

j o J 


a 

b 5 


f 4 /, /, ^ b 5 r 2 /, „ b 3 sec 3 d b 3 sec 3 d 

sec drgdsecddd — - sec" drgdsecddd = — H — r + c 

o’ J a J 


a 4 5 


a 4 3 


(• x/a 2 x 2 +b 2 ) 5 + _(x/a 2 x 2 +b 2 ) 3 


6.41.- 1 


5b 5 

dx 


3b 3 


(ax +b) /! (a x +b ) /2 b 
+ c = - — -4 + c 


5a 


3a 


x 2 Vx 2 + a 2 


Solución. - 



Se tiene: x = argd, dx = asee 2 ddd , x/x 2 + a 2 =asecd 
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í dx -1 

r / sec^ íldí? 1 i 

rsec^dé? 1 r 

] x 2 yjx 2 +a 2 J 

a 2 Tg 2 9/í a 2 ^ 

' rg 2 <9 “a 2 J 


serr 9 


-dO 


J co rg9 eos ec9d9 - 


eos ecd 




+ c = — — ^ Jx 2 +a ¿ +c 
a~x 


6.4 2 -j 


dx 


(x 2 + o 2 ) 2 

Solución. - 



Se tiene: x = argO, dx = asee 2 9d9 , \Jx 2 + a 2 = asee 9 

r dx r dx r Á S£C^9 d9 1 f 2 ^ 1 ^ 1 Sen2é? 

— ; TT = . \— / - — 7 — = — \ eos 2 9d9 = — t 9 + — T 

J (x^+o 2 ) 2 J (Vx 2 + a 2 ) 4 J a Á sec Á 9 o 3 J 2a 3 2 o 3 2 


1 _ 1 / sen9cos9 1 

2 a 3 2 o 3 / 2o" 

x tí ax \ 

+ c 


X 1 
1 7 

o 2a 3 


x 


o 


Íva/x 2 +0 2 Vx 2 +0 2 


+ c 


1 X 1 

— - are zg — i 


'vVx 2 + o 2 ; 


2o 3 *' a 2o 3 

6.43.- 1 x 3 Va 2 x 2 -b 2 dx 

Solución. - 

Se tiene: ax = bsec9,adx = bsec9rg9d9 ,xla 2 x 2 - b 2 = brgí? 
í x 3 \]a 2 x 2 -b 2 dx = f-^-sec 3 9brg9— sec 9rg9d 9 = í sec 4 9rg 2 9d9 

j J a J a a 4 J 

= [ sec 4 0(sec 2 — l)d f sec 4 9 sec 2 9d9-^-r\ sec 2 9 sec 2 6^0 

o J o J o J 


b_ 5 

2 

a 

19 

a ¿ 


(1 + rg 2 9) 2 sec 2 9d9-^jj ( l + rg 2 9)sec 2 9d9 

fo 5 fo 5 

— J (1+2 rg 2 9+rg 4 9) sec 2 6^0 — jj (l + rg 2 0)sec 2 9d9 


[frg^sec 2 éW^ + f rg 4 6> sec 2 éWé? =-^j 

1 

os 

OI 

+ 

os 

ro 

O} ' 

1 

1_J J J Q 

L 3 5 J 


+ c 


o 4 


yja 2 x 2 -b ¿ 'l 1 f Va 2 x 2 - 


6.44.- J- 


b 

dx 


1 
+ — 
5 


r\ 5 


V 


+ c 


2 / 2 2" 

c Va -x 


Solución. - 


+ c 
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Se tiene: x = asen9, dx = a eos 9d9 , Va 2 -x 2 = a eos 6* 

f dx f ^eo^dd 1 r 2 1 

, — : -^ = — cosec 9d9 = — -co zg9 + c 

J ..2 La ji i n 2 co n 2 9^ea^9 a 2 •* <r 


2 / 2 2~ 

x Va -x 

1 cosí? 

0 2 señé 1 


- + c = — - 


+ c 


6.45.- 

J X 

Solución. - 

Se tiene: %/2x = \f5sec9, \Í2dx = -J5sec9zg9d9 , y¡2x ¿ -5 = -Jszg9 




'Jsrg9 zg9d9 




= V5 J rg 2 <9d<9 = VsJ sec 2 9d9-J$ J d<9 


= \¡Srg9 - 9 + c = \¡2x 2 -5 - V5 are sec ,^/x + c 

6.46.- f g 11 * 

J t/3x ! -5 
Solución. - 

Se tiene: V¡3x = V5secí?, V¡3dx = V5 sec 9zg9d 9 , \¡3x 2 -5 = -J5zg9 


r x 3 dx _ Á^%sec 0) 3 ^sec0^d0 

J 2 r" J 


y¡3x 2 -5 

5V5 

9 

5V5 


Jsec 4 í?dí? 


J sec 2 0sec 2 6^0 = Jsec 2 9(l+zg 2 9)d9 


í sec 2 9d9+ í sec 2 9zg 2 9d9 

_ 5>/5 

- zg 2 9 
zg9 + 

J J _ 

9 

3 


+ c 


\r 3 7^ + (EZZI) 

15 


+ c 


_ r Vx 2 —100 , 

6.47.- dx 

J x 

Solución. - 

Se tiene: x = 10secí?,dx = 10sec 9zg9d9 , \Jx 2 -100 = 10rgí? 
fV^-100 f l0fgg^)aefgf9ftil9 = r ; [ ; f 

= 10(rgí? - #) + c = V* 2 -100 - 10 ares en^+c 
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6.48.- 1 


dx 

x 2 \Jx 2 -2 


Solución. - 



Se tiene: x = V2 sec 9,dx = y¡2 secOrgddO , Vx^-^2 = yflrgd 


r dx _r^ís&í&T£Ód6_i 
x 2 \¡x 2 -2 2 sec ^ 9 J^fgd 2 

Vx 2 -2 


1 1 / 2 n 

j" eos #d # = — scn0 + c = — * 


2 x 


- + c 


2x 


6.49.-J- 


■ + c 


dx 


xV 9- x 2 

Solución. - 


Se tiene: x = 3sen#, dx = 3cos#d# , \¡9-x 2 = 3 eos # 
f dx r ^JSO^dd 1 r 1 , , 

J W9-X 2 J 3sen6'^erS^ 3 J 3 1 1 



xv y-x 


1 

= -£/? 
3 


3-V^ 


+ c 


6.50.- 1 


Solución. - 


Vx 2 + a 2 


dx 



Se tiene: x = arg9,dx = a sec 2 #d# , >/x 2 +a 2 = a sec# 

•sec 3 #d# 


•Vx^+a 2 ” , rosee# 




sec' 


#d# = aj- 


rg# 


= o 


= a 


x ' /írg# 

(1 + rg 2 #) sec 6* rsec#,. r . ... 

2—2 d# = a — — d# + a sec #rg#d# 

rg9 ■* rg# •* 


sec 2 #sec# 
rgd 


dd 


atr¡ |cos ec# - co rg#| + o sec # + c = a/?g 


i 


2 2 

x +a -a 


+ Vx 2 + a 2 + c 
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6.51, J 


xdx 
2 .,2 


Jcr -x 

Solución. - 

Se tiene: x = asen9, dx = a eos OdO , Ja 2 -x 2 = a eos 9 
xdx rasen 9¿i-eoS7Í 


[ , X X r osen jigos — = a f S en = _a C0S ^ + C = _Va 2 _x 2 +c 

J Ja 2 - x 2 J J 


dx 


Ja 

6.52. - f- 

J Vl- 4 x 2 

Solución. - 

Se tiene: 2x = sení?,2dx = eos 9d9 , Vl-4x 2 = eos 9 
r dx 1 r 1 r 1, 1 _ 

J Vl-4x 2 2 J 2 J 2 2 

6.53. - í — 

J V4 + x 2 

Solución. - 


Se tiene: x = 2 rg9,dx = 2sec 2 6^d 6^ , V4 + x 2 = 2sec6* 

í dx r /sec-JW = f sec0d(? = í , ; | sec 0 +r9 0| + c 
'JW J J2ííC# J 11 

6.54, | 


= 11) 




+ X + X 


+ c 


xdx 


J4 + X 2 

Solución. - 

Se tiene: x = 2rgé?, dx = 2 sec 2 9d 9 , J4 + X 2 = 2sec9 


r xdx r 2rg9 J sec^ 9d9 n r r 7 

j 1 2 =j js&íí) = ^J T g@ sec @d9 = 2sec9 + c = J4+ x +c 


J~4 + x‘ 

6 - 55 -J 


dx 


xJTJ? 

Solución. - 


Se tiene: x = arg9, dx = asee 2 9d9 , Ja 2 + x 2 = asee 9 
dx 



h 


r / S ec*0<W = lr*cMe = lr cede 

- n-r n Ñ n c n - t n Ñ n - 


Ja 2 + x 2 J arg9^se^ a J rg<9 o 1 


1 1 ,1 

= —irj eos ecí? - co rg# + c = — <? 77 
o a 


J 


2 2 

a +x a 


+ c = — ír¡ 
a 


Ja 


2 2 

+ X -a 


+ c 


6.56, J 


(x + l)dx 

V 4 -X 2 


Solución. - 
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Se tiene: x = 2sen 6,dx = 2 eos 9d0 , v4-x 2 = 2 eos 9 
r(x + l)dx r xdx r dx r2sen ’pz&íÚdO 

•* V4-x 2 ^ V4-x 2 •* V4-x 2 •* •* 2j¿o¿6 

2^sen9d9 + j d9 = -2 eos 0 + 6 + c = -^4-x 2 + arcsen^- + c 

6.57.- f , dx 

1 ^ 2-5 x ! 

Solución. - 

Se tiene: V5x = j2sen9,\Í5dx = V 2 cos9d9 , V 2-5x 2 = *j2eos9 

J ¿^px$d6 r r r 

í . * r= f ^ = — fdí? = — í? + c = — arcsen./^Zx + c 

J 72^57 J 5 J 5 5 V/2 

6 - 58 -Iz 7 %W 


J (a 2 -x 2 ) ;/ 
Solución. - 



a 2 -x 2 


Se tiene: x = asen0, dx = a eos 9d9 ,^ja 2 -x 2 = a eos 6* 
f dx r dx r/pzsúdd 1 r 2 1 

¡ (a 2 -x 2 ) A J (Va 2 -x 2 ) 3 J a X cos X 0 a 2 J o 2 


o 2 Va 2 -x 2 


6.59.-J- 


J V 4 -(x-l ) 2 

Solución. - 

Se tiene: x-l= 25 611 #, dx = 2 eos #d# , J 4-(x-l) 2 = 2 eos# 


f , d * f d( , = g 

J ^ 4-(x-l) 2 J J 

_ __ r x 2 dx 

6.60.- 

J ..2 


/3 X_1 

= 9 + c = ares e n b c 

2 


J V2x-x 2 

Solución. - 

Se tiene: x-l = señé* => x = sen#+l, dx = eos OdO , ^Jl-(x-l) 2 = eos O 

Completando cuadrados se tiene: 

2x- x 2 = -(x 2 -2x) = -(x 2 - 2x + l) + l = l-(x-l) 2 , luego: 

r x 2 dx r x 2 dx r(sen# + l) 2 costad# r, . 

, = , ’-^r- = (sen#+l fdd 

J V 2x-x 2 J Jl-(x-l) 2 J J 
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1 1 

= jsen 2 9d9 + 2js en 9d9 + jd9 = -jd9-—j cos29d9 + 2jsen9d9 + j d9 

ni ni 

= — {dd — \ cos20d0 + 2¡ sen Odd = — 9 — sen29 -2eos9 + c 
2 J 2 J J 24 

= ~^ _ ~ s en 9 eos 9-2 eos 9 + c = ^ ares e n(x - 1) - ^ (x - l)V2x-x 2 - 2\¡2x-x 2 + c 

6.61.- 1 


x^dx 
\¡ 17 -x 


Solución. - 

Se tiene: x = >/l7 sen 9 ,dx = ^Y 7 eos 9 d 9 , ■ \jl 7 -x 2 = a/Í7 eos 9 


dx r 17 sen 2 9 jX 7 < 6 s 9 d 9 


J\7- 


x 


I 


17 j s e n 2 9 d 9 = — J d 9 - — J eos 29 d 9 


17 


Jxí<ns9 


17 17 17 17 

= — 9 sen2t? + c = — 9 sen 9 cos 9 + c 

2 4 2 2 


yí x Vl7-x 2 17 x 

h c = — ares e n — ¡=_ 

2 y¡Y7 2 




X + c 


17 x 

2 y¡17 2 ^0 

_ __ r x 2 dx 

6 . 62 .- 

J V21 + 4x-x 2 

Solución. - 

Se tiene: x- 2 = 5sen6 , =>x = 5sen6 , + 2, dx = 5 eos 9d 9 , 5 2 -(x-2)’ = 5 eos# 

Completando cuadrados se tiene: 

21 + 4x - x 2 = -(x 2 -4x + 4-4) + 21 = -(x 2 - 4x + 4) + 25 = 5 2 - (x - 2) 2 , luego: 


I 


x 2 dx 


í- 


x 2 dx 


j (5sene+2 £¿«^ de = f ( 5 Sen g +2) -dg 


V21 + 4x-x 2 J ^ 5 2 -(x- 2 ) 

^( 25 s en 2 9 + 20 s en 9 + 4 )d 9 = 25 C ° SW d 9 + 20 ^ sen 9 d 9 + 4 ^ d 9 


25 

2 


n r 

[dí? í cos26 > d6 ) + 20[sen6 ) dí? = — sen 2é?-20cos6 , + 46 , + c 

J ? J J ? A 


25 „ 25 


55 25 

= — í? sen^cos6 > -20cos6 > + c 

2 2 


33 x-2 25 x-2 

= — aresen 

2 5 2 5 


'¡21 + 4 x- 


V 


33 

2 


33 

= — aresen — 
2 5 


5 

x-2 

5 '2 

x-2 


-20 


V21+4x- 


+ c 


= — ares e n * — - V21 + 4x-x 2 (— — — + 4) + c 


V21 + 4x-x 2 ( X + ^ ) + c 
2 
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6.6 3 -J- 


dx 


(x 2 -2x + 5 y 

Solución. - 


V 


x - 2 x + 5 



x-\ 


Se tiene: x-l= 2rg0,dx = 2sec 2 BdO , -J(x-l) 2 + 2 ¿ = 2sec0 

Completando cuadrados se tiene: 

x 2 - 2x + 5 = (x 2 - 2x + l) + 5-l = (x 2 - 2x + l) + 4 = (x-1) 2 + 2 2 , luego: 
dx 


i 


(x-2x + 5 y 
1 x — 1 


1 


dx 


:-l) 2 +2 2 ] 3 


2 sec" 9d9 _ 1 
2 3 sec 3 0 4 


í co s 9d 9 = — s e n 9 + c 

J A 


+ c 


4 a/x 2 -2x + 5 

6.64.- f , (2x + 1)dx 

J 7(4x 2 -2x + 1) 3 

Solución. - 

Sea: u = 4x 2 - 2x + 1, du = (8x - 2)dx 





Se tiene:x- — = — rg9,dx = — sec 2 0d9 , yj(x - j/^) 2 + C^/^) 2 = sec $ 


4 4 4 

Completando cuadrados se tiene: 

,2 11 ,2 1 . . . ls . 1 1 1 \ 2 . 3 1, 2 . , y / 3 . 


x — x + — = (x — xh — ) h = (x — ) h — = (x — ) + ( — ) , luego: 

2 4 2 16 4 16 4 16 4 4 


í 


(2x + l)dx 


1 r (8x + 4)dx 1 r (8x-2 + 6)dx 


-I 


I 


V(4x 2 -2x + 1) 3 4 j tJ(4x 2 -2x + 1) 3 4 j ^/(4x 2 -2x + 1) 3 

1 j- (8x-2 )dx 3 r dx 

a i 


dx 


4 J 7(4x 2 -2x + 1) 3 ' 2$ a /(4x 2 -2x + 1) 
1 r du 3 r 
4-> (ÜF + 2J 

— f(u) ^du +— [ 

4 J 16 J 


4(x 2 - 1 2 x “ ' 4 ) 


dx 


lA 3 4 


jfu^du + lij 


f 

dx 

J A- 

Vx+ V) 3 

72 /4’ 




: - í (u) ^ du + — J -^-¡= 
4 J 16 J J3 


— sec 2 0d0 


(^sec 0y 
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Solución. - 



1 / 

/ 2 

3 1 1 1 

Se tiene: x- — = —sec 0 => x-l = — (sec 0 + 1), dx = — sec OrgOdO , 



Completando cuadrados se tiene: 

x 2 -3x + 2 = (x 2 -3x + ^)-i = (x-|) 2 -(l) 2 , luego: 


dx _ r dx _ r }4^0^dd 

(x-l)Vx 2 -3x + 2 ( X _ 1 ) /(x--) 2 -(-) 2 /2 ( sec ^ + 1) 

V 2 2 


r sec OdO _ ^ 

r sec OdO _ n . 

rsec0(sec0-l)d0 n 

f sec 2 OdO _,| 

rsec0d0 

' 7 (sec 6* + 1) 

(sec 0 + 1) * 

! sec 2 0-1 J 

' rg 2 0 J 

1 rg 2 0 


= 2 [ eos ec 2 0d 0 - 2 [ = -2 co rg0 + 2 cosec 6* + c 

J J sen 2 0 




Solución. - 


Se tiene: x-l= 2rg0,dx = 2sec 2 0d0 , J(x-l) 2 +(2) 2 = 2sec0 


Completando cuadrados se tiene: 

x 2 -2x + 5 = (x 2 -2x + l) + 4 = (x-1) 2 -2 ¿ , luego: 
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I 


xdx 


\¡x 2 -2x + 5 J tJ(x-I) 2 -2 


í- 


xdx 


i 


(2rgd + l)/ sec^ OdO 
JiseCÍÍ 


2 J rgO sec é^dí? + J sec OdO = 2 sec 9 + íg |sec 6* + rgd\ + c 
Va: 2 -2x + 5 + x — 1 


= Va 2 -2x + 5 + /? 77 1— 1 + c 

6.67.- í ( * +1)d * 

J V2x-x 2 

Solución. - 

Se tiene: x-l = s en #=> x+l = sení? + 2, dx = cosddd , Vl-(A-l) 2 = cosí? 
Completando cuadrados se tiene: 

2x- x 2 = -(x 2 -2x) = -(x 2 - 2x + l-l) = -(x 2 -2x + l) + l = l-(x-l) 2 , luego: 


I 


(x + l)dx r (x + l)dx 


í- 


1 


(sen6 ) + 2)co s0dO 
eos 9 


■ jsen$d0 + 2j dé> 


V2X-X 2 J -y/l— (X — l) 2 

= - eos í? + 20 + c = -V2x-x 2 + 2 ares e n(x - 1) + c 

6.68.. r , ( *- 1)dx 

J Va 2 -4x + 3 

Solución. - 

Se tiene: x-2 = sec0=> x-l = sec0+l,dx = sec drgOdd , V( a-2 ) 2 -1 = rg0 

Completando cuadrados se tiene: 

x 2 — 4x + 3 = x 2 — 4x + 4 — l = (x — 2) 2 — 1, luego: 


I 


(x-l)dx _ r (x-l)dx _ , (sec 0 + 1) sec 0^g#d0 


J 


í- 




Vx 2 -4x + 3 J V(a-2) 2 -1 

= J sec 2 0d0 + J sec 0d0 = rg0 + (? 77 |sec 0 + rg0| + c 

= \Jx 2 -4x + 3 + x-2 + Va 2 -4x + 3 +c 

_ __ r dx 

6.69.- 

J Va 2 -2x-8 

Solución. - 

Se tiene: x-l = 3sec0,dx = 3sec0rg0d0, V(a- 1) 2 -3 2 = 3rg0 
Completando cuadrados se tiene: 
x 2 -2x-8 = x 2 -2x + l-9 = (x-1) 2 -3 2 , luego: 


I 


dx 


Va 2 -2x-8 J V(a-1) 2 -3 


i- 


dx 


r /sec drjgédd r . . 

J ^ = Jsec0d0 = (?77|sec0 + rg0| + c 


= tr¡ 


-1 Va 2 -2x-8 


+ c = ír¡ 


:-l + Va 2 -2x-8 


+ c 
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xdx 

yjx 2 + 4x + 5 

Solución. - 

Se tiene: x + 2 = rgO,dx = sec 2 OdO , ^/(x + 2) 2 +1 2 = sec# 

Completando cuadrados se tiene: 

x 2 + 4x + 5 = (x 2 + 4x + 4) + 1 = (x + 2) 2 + 1 2 , luego: 


6.70.- 1 


C xdx _ (• xdx _ r (rg0-2)sec / 
Vx 2 +4x + 5 ■* ^(x + 2) 2 +1 2 

= sec#-2(?77|sec# + rg#| + c = Vx 2 +4x + 5-2£^| 


#d# 


: Jrg#sec OdO -2 


\l x 2 + 4x + 5 + x + 2 


+ c 


sec #d# 
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CAPITULO 7 


INTEGRACIÓN DE FUNCIONES RACIONALES 

Mediante el recurso de la descomposición en fracciones simples, el proceso de 
integración de funciones racionales se puede simplificar notablemente. 


EJERCICIOS DESARROLLADOS 


7.1.-Encontrar: J 


dx 


Solución.- Descomponiendo el denominador en factores: x 2 -9 = (x + 3)(x-3) , 
Como los factores son ambos lineales y diferentes se tiene: 


1 


x 2 -9 


A - + — — , de donde: 


x+3 x-3 


A 


+ - 


B 


9 )¡^> 


■ 1 = A(x - 3) + B(x + 3)(*) => 1 = (A+ B)x + (-3A+ 3B) 


Para calcular las constantes A y B, se pueden identificar los coeficientes de igual 
potencia x en la última expresión, y se resuelve el sistema de ecuaciones dado; 
obteniendo así los valores de las constantes en referencia (método general) luego: 


A+ B = 0^ 
V -3A + 3B = 1 j 


3A + 3B = 0 
-3A+3B =1 


6B =1=> B = V r , además: 

/ O 


A+B = 0=>A = -B=^A = -1/ 


También es frecuente usar otro mecanismo, que consiste en la expresión (*) 
Sustituyendo a x por los valores que anulen los denominadores de las fracciones: 

x = 3 => 1 = 6B => B = 

x = —3 => 1 = —6 A => A = — VC 

/ o 

Usando cualquier método de los señalados anteriormente, se establece que: 

1 


= + , Luego se tiene: 

x z - 9 x + 3 x-3 

J x -9 6 J x + 3 6 J x-3 6 6 

= — (f 7 |x-3|-^7|x + 3|) + c 
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Respuesta: J- 


dx 


7.2.-Encontrar: J 


1 

- = -£n 

9 6 

dx 


x-3 


x + 3 


+ c 


x 2 + 7x-6 


Solución.- Sea: x 2 +7x + 6 = (x + 6)(x+l), factores lineales y diferentes; luego: 


1 


A B 
- + - 


x +7x + 6 x + 6 x + 1 

De donde: 

1 = A(x + 1) + B(x + 6)(*)=>1 = (A+B)x + (A+6B) , calculando las constantes Ay B 
por el método general, se tiene:l = (A+B)x + (A+6B) 

A+ B = 0 
A+6B = 1 


-A- B = 0^ 
V A+6B = í j 


=> 5B = 1=> B = 




además: 


A+B = 0=> A = -B =^> A = - 


Ahora utilizando el método abreviado se tiene: 


x = -l=>l = 5B=>B = 

x = —6 => 1 = —5 A => A = — 

Usando cualquier método se puede establecer: 


1 




5 Luego se tiene: 


x +7x + 6 x + 6 x + 1 
dx 

5 J x + 6 5 J x + 1 


x" + 7x + 6 
1 




[ír¡ x + 1 —irj x + 6|) 


+ c 


dx 


x 2 +7x + 6 5 /r] 


x + 1 


x + 6 


+ c 


Respuesta: J 

7.3.-Encontrar: í 

J x ¿ — 4x + 4 

Solución.- Sea:x 2 -4x + 4 = (x-2) 2 , factores lineales con repetición; luego: 


xdx 


x 


A 


- + - 


B 


A(x - 2) + B 




x“-x + 4 x-2 (x-2) 2 

De donde: 

x = A(x-2) + B(*), calculando las constantes A y B por el método general, se 
tiene: x = Ax + (-2A+B), luego: 

( A = 1^ 

B = 2 A => B = 2(1) => B = 2 


-2A+ B = 0 
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Usando el método abreviado, se sustituye en x , el valor que anula el 
denominador(o los denominadores), y si este no es suficiente se usan para 
sustituir cualquier valor conveniente de x , esto es: x = 0, x = -1 ; luego en (*) 

x = 2=>2 = B=>B = 2 


x = 0 => 0 = -2A+ B => 2A+B => A = B/, => A = 1 


Usando cualquier método se establece: 


[ xdx = f-^ — h2 f — — — ^- = tt]\x-2\- 

J y~-d\4-d J v— 7 J ( v — A 2 1 


dx 


dx 


-4x + 4 


Respuesta: f— — 

J y“ — 


xdx 


x" -4x + 4 

2 


(x“2) 

= €77 |x — 2| — 


x-2 


- + c 


x-2 


■ + c 


7.4.-Encontrar: fV- 

J Y 3 — 


(2x +3)dx 


2x 2 + x 


Solución.- Sea: x 3 -2x 2 + x = x(x 2 -2x + l) = x(x-l) 2 , factores lineales: 
x,x-l; donde este último es con repetición; luego: 

2x 2 +3 _ A B C 2x 2 +3 _ A(x-l) 2 + Bx(x-1) + Cx 

x 3 -2x 2 + x x (x-1) (x-1) 2 ^ y^^tXx 


De donde: 

2x 2 +3 = A(x-l) 2 +Bx(x-1) + Cx(*) , calculando las constantes A y B por el 
método general, se tiene:2x 2 +3 = (A+B)x 2 +(-2A-B + C)x + A, de donde 
identificando los coeficientes de igual potencia de x se puede obtener el siguiente 
sistema de ecuaciones: 

( A+B =2^ 


-2A-B + C = 0 


=> B = 2- A=> B = 2-3=>B = -1, tomando la segunda ecuación 


l A =3J 

del sistema: C = 2A+ B => C = 2(3) -1=>C = 5, también es posible usar el método 
abreviado, utilizando para ello la expresión (*) en la cual: 

x = 1 => 2(1) + 3 = C=>C = 5 


x = 0=>3 = A=>A = 3 

Usando un valor arbitrario para x , sea este x = -1 : 

x = -1 => 2(-l) 2 + 3 = A(-2) 2 + B(— 1)(— 2) + C(-l) => 5 = 4A+ 2B - C , luego: 

2 B = 5-4A+C => 2B = 5-4(3) + 5=> 2B = -2 => B = -1, S, e establece que: 

2x 2 +3 3 1 5 

— = + , entonces: 

x 3 -2x 2 + x x x-1 (x-1) 2 


2x 2 +3 
x 3 -2x 2 + x 



Respuesta: 


r (2x 2 +3)dx 
■* x 3 -2x 2 + x 


irj 


dx 


x-1 


= 3ír¡\x\-£r¡ x-1 


5 

+ c 

x-1 


5 

+ c 

x-1 


156 



7.5.-Encontrar: J 


dx 


x 3 - 2 x 2 + x 


Solución.- x 3 -2x 2 +x = x(x-l) 2 .factores lineales: 
x,x-l; donde este último es con repetición; luego: 

1 ABC 1 _ A(x- 1 ) 2 + Bx(x- 1 ) + Cx 



xj>-lf 


x" -2x~ + x x (x-1) (x-1) 

De donde: 

1 = A(x- 1 ) 2 + Bx(x- 1 ) + Cx(*) , calculando las constantes A y B por el método 
general, se tiene: 1 = (A+B)x 2 +(- 2 A-B + C)x + A, de donde identificando los 
coeficientes de igual potencia de x se puede obtener el siguiente sistema de 
ecuaciones: 

f A+B = 0 A 
2 A-B+C =0 

sistema: C = 2A+B=> C = 2(1) -1=> C = 1, a partir de lo cual se tiene: 


B = -A => B = -1 , tomando la segunda ecuación del 


1 


1 1 


- + - 


1 


x 3 -2x 2 + x x x-1 (x-1) 2 


I 


dx 


x 3 -2x 2 + x 


C dx r dx r dx 
x ■* x-1 (x-1) 2 


Respuesta: J 


dx 


x 3 -2x 2 + x 


x-1 

= ir) 


x 


7.6.-Encontrar: J 


x-1 

x 4 -6x 3 +12x 2 +6 


= £77 |x| — 1? 77 |x — 1| 
1 


x-1 


■ + c 


x-1 


- + c 


x 3 -6x 2 +12x-8 


dx 


Solución.- Se sabe que si el grado del polinomio dividendo, es igual o superior al 
grado del polinomio divisor, previamente conviene efectuar la división de tales 
polinomios. 


x 4 -6x 3 +12x 2 +0x + 6 |x 3 -6x 2 +12x-8 
-x 4 + 6x 3 -12x 2 +8x x 


8x + 6 


Luego se tiene: f— 

J — 


x 4 -6x 3 +12x 2 +6 , r , p (8x + 6 )dx 


dx = í xdx + í 

2 , n -_0 J J y 3 _ r .,2 


x" -6x' +12x-8 
La descomposición de: x 3 -6x 2 + 12 x- 8 : 


x = 2^(x-2) 


6x +12x-8 



1 -6 12 

-8 

2 

2 -8 

8 


1-4 4 

§ 


x 2 - 4 x + 4 = (x- 2 ) 2 
x 3 -6x 2 +12x-8 = (x-2) 3 
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Esto es factores lineales: [(x- 2)] con repetición por tanto: 

8x + 6 A B C 

x 3 -6x 2 + 12x-8 ~ x-2 (x-2 f (x-2) 3 

8x + 6 _ A(x-2) 2 + B((x-2) + C 





Luego: 

8x + 6 = A(x - 2) 2 + B(x -2) + C=>8x + 6 = A(x 2 - 4x + 4) + B(x - 2) + C 
8x + 6 = Ax 2 + (-4A+ B)x + (4A- 2B + C) 


Calculando las constantes A y B por el método general, se tiene: 

A =0" 

-4A+ B =8 => B = 8 + 4A => B = 8 + 4(0) => B = 8 , 

+ 4A-2B + C = 6 

v / 

Resolviendo el sistema:C = 6-4A+2B=>C = 6-4(0) + 2(8)=>C = 22, luego 



+ - 


22 


dx 

( x_ 2) 3 


, de donde: 


, o sea: 


dx 

(x^2T 
11 


í +8 Í <“1^ + 22 \ = J Xdx +8 J (x - 2)- 2 dx + 22 J (x - 2) 3 dx 

: 2 8 


- + c 


2 x-2 (x-2) 

•x 4 -6x"+12x / +6 


Respuesta: 

J y 3 — 


x -6x ¿ +12x-8 


dx = — - 


8 


11 


2 x-2 (x-2) 


- + c 


— j—j | — . rx 3 + x 2 + X + 3, 

7.7.-Encontrar: — dx 

J x 4 + 4x^+3 

Solución.- x 4 + 4x 2 +3 = (x 2 +3)(x 2 +1) , la descomposición es en factores 
cuadráticos sin repetición, por lo tanto: 

x 3 + x 2 +x + 3 Ax + B Cx + D 
x 4 + 4x 2 + 3 ~~ x 2 +3 x 2 +l 
x 3 + x 2 + x + 3 _ ( Ax + B)(x 2 + 1) + (Cx + D)(x 2 + 3) 

x 3 + x 2 + x + 3 = A(x 3 + x) + B(x 2 + 1) + C(x 3 + 3x) + D(x 2 + 3) 

x 3 + x 2 + x + 3 = (A+ C)x 3 + (B + D)x 2 + (A+ 3C)x + (B + 3D) , luego: 



(1) 

r A 

+ C 

=r 

(2) 


B 

+ D = 1 

(3) 

A 

+ 3C 

= 1 

(4) 

V 

B 

+ 3D = 3 y 


Con (1) y (3), se tiene: 
Con (2) y (4), se tiene: 
Por lo tanto: 

x 4 + 4a 

xdx 


A + C = 1 


v A + 3C = l y 


B + D = 1 


B + 3D = 3 


x J + x 2 + x + 3 
x 4 + 4x 2 + 3 


I 


• x 3 + x 2 +x + 3 
x 4 + 4x 2 + 3 
x 3 + x 2 +x + 3 , 1 r 2xdx 


dx=f^+f 

J ,i.Q J 


h - 

x + 3 x ¿ +1 

dx 


A = 1, C = 0 
>B = 0,D = 1 

, o sea: 


1 


x 4 + 4x 2 + 3 


x + 3 

<*=41 


2 J x + 3 


- + 


x 4 +l 
dx 


, sea: u = x~ + 3, du = 2 xdx , luego: 


x 2 +l 2 


1 r du r 

íJt + J 


dx 


x 2 +l 2 


1 1 

= — £77 |u| + are rgx + c = — íij^x 2 + 3| + are rgx + c 


2 1 1 2 

• x 3 + x 2 + x + 3 


Respuesta: J- 


x 4 + 4x 2 + 3 


■dx = — 
2 


x“ +3 + are rgx + c 


7.8.-Encontrar: J 


x 4 dx 


x 4 + 2x 2 +1 


Solución.- 

4 


X 


|x 4 + 2x 2 +1 


-2x -1 


-2x-l 


Luego J 


x 4 dx 


x 4 + 2x 2 +1 


‘fi- 


2x +1 
x 4 + 2x 2 +1 


dx = jdx-J 


2x 2 +1 


x 4 + 2x 2 +1 


dx 


La descomposición del denominador es:x 4 + 2x 2 +l = (x 2 +l) 2 , entonces: 


2x 2 +1 


Ax + B Cx + D 
- + - 


2x 2 +1 (Ax + B)(x 2 +1)(Cx + D) 


x 4 + 2x 2 +1 x 2 +l (x 2 +l) 2 x¿^2^+T 

2x 2 +1 = (Ax + B)(x 2 + 1) + (Cx + D) => 2x 2 + 1 = A(x 3 + x) + B(x 2 + 1) + Cx + D 
2x 2 +1 = Ax 3 + Bx 2 + (A+ C)x + (B + D) 

Calculando las constantes por el método general, se tiene: 


A 

= 0 

B 

= 2 

A +C 

= 0 

B 

+ D = 1 
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Resolviendo el sistema: C = -A => A = 0 C = 0 , B + D = 1 => D = 1- B => D = 
luego: 


2x 2 +1 


1 


x 4 + 2x 2 +1 x 2 +l (x 2 +l) 2 


o sea: 


í 2x2+1 -->1 

r dx i 

r dx -oí 

r dx i 

- dx 

^ x 4 +2x 2 +1 ' 

+ 

1 (x 2 +1) 2 J 

X 

+ 

l_ K) 

'(A 2 +i y 


Sea: x = rg0, dx = sec 2 0d0;\lx 2 +1 = sec 0 , luego: 

r sec 2 0 rd0 f 2 /j 

= 2arcrgx- — —d9 = 2arc rgx- — - — =2arcrgx- eos 9 

J cp r 4 J cp r~ ñ * 


= 2arcrgx- j’ 1 + C ° s2 ^ dt? = 2arcrgx- — J d0 ~— J cos29d9 


sec 2 í? 
1 

2' 


11 11 

are rgx — 9 — sen 2 9 + c = 2 are rgx — 9 — s en 0 cosí? + c 
2 2 2 2 


De la figura se tiene que: 

rg9 = x, 9 are rgí?, sen 9 = 


i 


, eos 0 = 


1 



Vx 2 +1 

1 


, r, 1 IX 

Luego: =2 are rgx — are rgx , —¡= 

2 2 y]x 2 +1 vx 2 +1 

Recordando que: 

x 4 dx r , r (2x 2 + l)dx 


„ 1 x 

+ c = 2 are rgx — are rgx 

2 2(x 2 +l) 


+ c 


x 4 + 2x 2 +1 


Ja-J 


x 4 + 2x 2 +1 


1 1 X 

= x - 2 are rgx + — are rgx H 

2 2 (x 2 +1) 


+ c 


Respuesta: J 


x 4 dx 


. , = x — are rgx + 

x 4 + 2x 2 +1 ^ ^” 2 


3 

2 


2(x +1) 


- + c 


7.9.-Encontrar: J 


x 4 dx 

7^1 


Solución. - 

X 4 

-x 4 +l 

sT 

Luego: 

r x 4 dx _ r 

J x 4 -i“J 


x 4 -l 


= 1 + 


1 


x 4 -l 


Idx = í dx + í — 

I J x 4 — ! 


Descomponiendo en factores el denominador: 

x 4 — 1 = (x 2 -l)(x 2 +1) = (x 2 +l)(x + l)(x-l) , es decir factores lineales y cuadráticos 
sin repetición por tanto: 
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1 _Ax + B C D 
x 4 -l x 2 +1 x + 1 x-1 

1 _ (Ax + B)(x 2 -1) + C(x 2 + l)(x-l) + D(x + l)(x 2 +1) 


A +C+D = O 
B-C+D = O 
-A +C+D = O 
-B-C + D = 1 


1 = A(x 3 - x) + B(x 2 +1) + C(x 3 - x 2 + x -1) + D(x 3 + x 2 + x + 1) 
l = (A + C + D)x 3 + (B-C + D)x 2 +(-A+C + D)x + (-B-C + D) 
Luego: 

<XV 

( 2 ) 

(3) 

(4) v 


y 


Con (1) y (3), se tiene: 


Con (2) y (4), se tiene: 


Con (5) y (6), se tiene: 


A+C+D = 0 
y — A + C + D = 0 y 
B -C + D = 0 
V -B-C + D=ly 
2 2C + 2D = 0^ 
v -2C + 2D=ly 


> 2C + 2D = 0 (5) 

=> -2C + 2D = 1 (6) 

c = -V a ,d=V a 


Además: A = 0,B = -j^, luego: 
lili 


- + - 


-1 2(x +1) 4(x + l) 4(x-l) 


, con lo cual: 


r dx _ 1 r dx 1 r dx 1 r dx 

1 x 4 -1 2 mx 2 +1) 4^ (x + 1) 4 mx- 


= - 1 / 


(x +1) 4 J (x + 1) 4 J (x-1) 

, are rgx - y 4 ti]\x+'l\ + Y A lr¡\x-l\ + c 


Dado que: = Jdx + J-A- = x 


= V - 1/2 arc T gx + 


Respuesta: í— -í— 

J X -1 

7.10.-Encontrar: J 

Solución. - 


= x- 


arc rgx + trj 


x-1 


x + 1 


+ c 


x -2x +3x -x + 3 


x 3 -2x 2 +3x 


dx 


x -2x +3x~-x + 3 |x -2x +3x 

,2 


-x 4 + 2x 3 -3x z 


x-1 


x + 1 


+ c , entonces: 


X 


-x + 3 


Luego: 
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■2x 3 + 3x 2 -x + 3 


x 3 -2x 2 +3x 


dx = j" | x 


x-3 


x 3 -2x 2 +3x 


dx = J xdx - 1 


x-3 


x 3 -2x 2 + 3x 


dx 


Descomponiendo en factores el denominador: 

x 3 - 2x 2 + 3x = x(x 2 - 2x + 3) , es decir un factor lineal y uno cuadrático; por lo cual: 
x-3 A Bx + C x-3 A(x 2 -2x + 3) + (Bx + C)x 



x-3 = A(x 2 -2x + 3) + (Bx + C)x=> x-3 = (A+B)x 2 +(-2A+C)x + 3A 

De donde: 

A = -1 

B = -A=> B = 1 
C = 1+2A=> C = -l 


4 A+B 

= 0" 


-2 A 

+ C= 1 

=> < 

v 3A 

= -3, 



Luego: 

x-3 

x 3 -2x 2 +3x 
r x-3 
J x 3 -2x 2 +3x 


1 

= “x + ^ 


x — 1 


-2x + 3 


, de donde: 


J X J 


x — 1 


■2x + 3 


dx = —l 77 |x| + J 


x — 1 


■ x 4 -2x 3 +3x 2 - x + 3 
x 3 -2x 2 +3x 


dx = j" xdx+ ^77 |x| — J 


x — 1 


X 


+ tr¡\x\-[ X 1 — dx = — + lt]\x\--\^- 
1 1 J x 2 -2x + 3 2 11 2 J x 2 - 


x 
dx 

x'-2x + 3 
1 r 2(x-l)dx 


■2x + 3 


-dx 


2 J x -2x + 3 


Sea: u = x 2 -2x + 3, du = (2x-2)dx => du = 2(x-l)dx 
= ^ + ^|x|-ij^ = ^ + ^|x|-i^|x 2 -2x + 3| + c 


Respuesta: J 


x 4 - 2x 3 + 3x 2 -x + 3 x 2 „ 

dx = — + Í71 
2 


x 3 -2x 2 +3x 


x 




■2x + 3 


+ c 


EJERCICICOS PROPUESTOS 


Usando La técnica de descomposición en fracciones simples parciales, calcular 
las siguientes integrales: 


7-U-l 

7-14-J 

7-17-f 


(x 5 + 2 )dx 
x 2 -l 
(3x + 7)dx 
(x-l)(x-2)(x-3) 
(x 2 +l)dx 
x 3 +l 


7-12-f 

7 - 15 -| 

7-18-1 


xdx 
(^1) 
dx 

x^+l 


dx 


(x 2 +6)dx 
(x-1) 2 (x-2) 


7 - 15-1 

7 - 16-1 

7-19-f 


x 3 dx 

x 2 -2x-3 
(x + 5)dx 
x 2 -x + 6 
(x 2 -l)dx 
(x 2 +l)(x-2) 
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7.20.- 1 
7.23.- 1 
7.26.- 1 

7-29-J 

7-32-J 

7-35-J 

7-38-J 

7.41.- 1 
7.44.- 1 
7-47-J 
7-50-J 
7-53-J 


xdx 

x 2 -4x- 5 
x 2 dx 

x 2 +2x + 1 
dx 

x(x 2 + x + l) 

3x 2 + 2x-2 , 

5— dx 

x 3 -l 

3x 2 +3x + l , 

5 dx 

x 3 + 2x 2 + 2x + l 

x 2 + 2x + 3 , 

r dx 

X -x 

(x + 5 )dx 

x 3 -3x + 2 

(2x 2 + 3x-l)dx 
x 3 + 2x 2 +4x + 2 
sen 0d9 
eos 2 0 + eos 6-2 
(2x 2 + 41x-91)dx 
x 3 -2x 2 -llx + 12 
sen xdx 
cosx(l + cos 2 x) 
x 5 dx 

(x 3 + l)(x 3 +8) 


7-21-J 

7-24-J 

7-27-J 

7-30-J 

7-33-J 

7-36-J 

7-39-J 

7-42-J 

7-45-J 

7-48-J 

7-51-J 


xdx 

x 2 -2x-3 
dx 

x(x + l) 2 

2x 2 + 5x-l , 

—7 5 dx 

x 3 + x 2 -2x 

x 4 -x 3 + 2x 2 - x + 2 
5 5 — dx 

(x-l)(x 2 + 2) 2 

x 3 + 7x 2 -5x + 5 , 

5 T~d x 

(x-l) 2 (x + l) 2 

(2x 2 -3x + 5)dx 

(x + 2)(x-l)(x-3) 

2x 3 + 3x 2 + x-l 

7 +lx 

(x + l)(x 2 + 2x + 2) 2 

x 4 -2x 2 +3x + 4 , 

5 — s dx 

(x-l) 3 (x 2 +2x + 2) 

4x 4 - 2x 3 - x 2 + 3x + 1 , 

i 5 dx 

(x 3 + x 2 -x-l) 

(2x 4 +3x 3 - x-l)dx 

(x-l)(x 2 + 2x + 2) 2 

( 2 + rg ¿ 0)sec 2 9d0 

1+t g 3 6 


7 22-J ( x + V)dx 
7.25.- J 


x +4x-5 
dx 


7.28.- 

J (y — 

7.31.- J 


(x + l)(x 2 +l) 
(x 2 +2x + 3)dx 


(x-l)(x + l) 2 
(2x 2 - 7x-l)dx 
x 3 + x 2 -x-l 


7-34-J 


2 xdx 


(x 2 + x + l) 2 


7 37 . r ( 3 * 2 + x-2)dx 

j ( V — 

7.40.- f 


7.43.- 1 
7.46.- J 
7.49.- J 

7.52.- J 


(*-!)(*+!) 
(2x + l)dx 
3x 3 + 2x-l 

édt 

e 2t + 3e f + 2 
3 x 4 dx 


(x 2 +l) 2 

dx 

e 2x + e x -2 
(5x 3 + 2 )dx 
x 3 - 5x 2 + 4x 


RESPUESTAS 

• (x 5 + 2 )dx 


711- J 

S 

I 


x 2 -l 


Solución. - 

• (x 5 + 2 )dx 


x -1 

x 4 x 2 
= H + 

4 2 • 


= x + x + 


x + 2 
x 2 -l 


|dx = J x 3 dx + J xdx + 1 ~r~ dx 


x + 2 


A 


(x + 2 )dx 
(x + l)(x-l) 
B 

+ - 


jcZ^Í 


(*) , luego: 

x + 2 = A(x-l) + B(x + 1) 
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X 


= 1=>3 = 2B=>B = 3/ 


x = -l=>l = -2A=> A = 

A .,2 


X X 

= 1 YTJ 

4 2 


2 2 J x+1 2 J x-1 
(x- 1 ) 


. . x x 1 r dx 3 r dx x x 1 . , ., 3.1 

(*) = + + — = + f/7X + l+-f/7X-l + C 

A 1 1J v+1 1 J v-1 A 2 2 1 1 ? 1 1 


Vx + 1 


+ c 


xdx 

Solución.- 


7.Í2-J- 


r xdx _ r /i ax r 

Jv4-1 J 


Adx 


Bdx 


(x + 1 ) 

X 


x + 1 J (x + 1 )" 


(*) , luego: 


A 


- + - 


B 


(x + 1) 2 x + 1 (x + 1) 2 


x = A(x + 1) + B 


x = — 1=> -1 = B 

I x = 0 => 0 = A+B => A = -B => A = -1 


«j£-j 


dx 


x + 1 J (x + l)‘ 


■ = £ 77 |x + 1 + (x + 1 ) 1 + c = lr¡ x + 1 + 


x + 1 


■ + c 


7-13-J 

Se 

I- 


x 3 dx 


x~ — 2x — 3 

Solución. - 

x 3 dx 


x — 2x — 3 

.2 


= x+ 2 +- 


7x + 6 
2 -2x-3 


\ 

dx = J xdx + 2 j dx + 1 


(7x + 6 )dx 
x 2 — 2x-3 


x 
2 

(7x + 6 ) 


+ 2x + | 


(7x + 6 )dx 

(x-3)(x + l) 

A B 
- + - 


(*) , luego: 


(x-3)(x + l) x-3 x + 1 
x = 3 => 27 = 4A => A = 27 


7x + 6 = A(x + 1) + B(x-3) 


- 1 / 


x = -1 => -1 = -4B => B = 


, . x „ 27 r dx 1 r dx x „ z/ . i , ± . , .1 

(*) = 1 - 2x H — = h 2x H fnx-3+-f/?x + l+c 

? áJy-^ áJ y+1 ? ZL 1 ZL 1 


27 


4 J x-3 4 J x + 1 
y + 2x + i^|(x-3) 27 (x + l)| + c 
(3x + 7)dx 


7.14.- J 

Soluc 

¡ 77 Z 


(x-l)(x-2)(x-3) 

Solución. - 

(3x + 7 )dx r Adx 


r nax r Bdx r Cdx . , 

J — 7 + J — r+ — W 

J x-1 J x—2 J x-3 


(x-l)(x-2)(x-3) 
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(3x + 7) A B C 

(x-l)(x-2)(x-3) x — 1 x- 2 x-3 

3x - 7 = A(x - 2)(x - 3) + B(x -l)(x - 3) + C(x -l)(x - 2) , luego: 
x = 1 => -4 = 2 A => A = -2 
x = 2^-l = -B^B = l 
x = 3=>2 = 2C=>C = l 

(*) = -2|-^- + J + J ^ = - 2^|x-l| + 1 r¡\x- 2| + i 77 |x — 3| + c 

x 1 «y 2 x 3 

_ (x-2)(x-3) 

(*-+ 

_ _ r dx , 


7.15.- J 


x 3 +l 


Solución. - 
r dx , 


x 3 +l 


Adx r(Bx + C)dx 


r /iax r 

Í7TT + Í 


(x + l)(x — X + 1) J X + 1 J (x — X + 1) 


(*) , luego: 


, ... T - = A^ + 3| Í± ^='1=A(^- X + 1) + (Bx + C)(x + 1) 

(x + l)(x -x + 1) X + 1 (x -x + 1) 
x = -1 => 1 = 3A => A = 

< x = 0=>l = A + C=>C=l-A=>C = 2^ 
x =1=> 1= A+(B + C)2 => 1 = 1 // + 2B + 2C=>^ = B + C=>B = ^ -C 
=>B = -X¿ 


, l r dx f (-X x + /3 )dx 1 

(*) = — h = — 

3 J x + l J (x 2 —x + 1) 3 


3 J x + 1 


^|x + !|- J 


1 r (x-2 )dx 


3 J x -x+1 


1.1 -| 1 r(2x-l)dx lr dx 

-til X + 1 — ; — + -\— 2 

^ 1 1 fiJv 2 -V4-1 v 2 -vl1 


1 r(2x-l)dx 1 


6 J x -x + 1 2 J x -x + 1 


= l -m\x+A-\ 


-x + l|Af % ,, 

2J( x 2 _ x+ 1/) + 3/ 


— I 4 í- 




i i 7 i 

= -fn x + 1 — íri x —x + 1 H — 

Q # C. 1 


(x-/ 2 ) 2 +(V%) 

1 

_ arcrg _-A- 


2x-l 


-L . ± . 2 -1 2.A-1 

— —irj x + 1 — ír¡ x -x + l+ — arcrg — ^ + c 
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= Itj 


Vx + 1 


i 


X" -x + 1 
(x + 5 )dx 


\¡3 2x-í 

+ — are rq — ¡^ + c 
3 y S 


x — x + 6 


7.16.- J 


Solución. - 

r (x + 5)dx _ (• 
J x 2 -x + 6~J 
(x + 5) 


(x + 5)dx 
(x + 3)(x-2) 


r Adx r £í ax , . . 

í(^3) + í(^) ( * ) ' IUe9 ° : 

=> x + 5 = A(x - 2) + B(x + 3) 


Bdx 


A 


- + - 


B 


(x +x-6) (x + 3) (x-2) 

x = 2 => 7 = 5B => B = 7 / 


i 


x 


= -3 => 2 = -5A => A = - 2/ 


(*)=- — [ +— f =-—(.Tj\x + 3\ + — írj\x-2\ + c = -íri 

q J v4 -q qJ v-? q 1 1 q 1 1 q 


y-i? -J 

S 

I 


5 J x + 3 5 J x-2 

(x 2 + l)dx 


(x-2 y 


(x + 3) 2 


+ c 


x 3 +l 


Solución. - 

• (x 2 +l)dx 


(x 2 +l)dx 


Adx r(Bx + C)dx 


x 3 +l 


A 


(x + l)(x —x + 1) 
Bx + C 

- + - 


= f^+f 

J íyin J 


(x+1) J (x“ - x+1) 


(*) , luego: 


(* 2 +l) 

x 3 +l (x + 1) (x 2 —x + 1) 

x = -1 => 2 = 3A => A = 2/ 


x 2 +1 = A(x 2 -x + l) + (Bx + C)(x + l) 


. . i 


■ = 0=>1 = A+C^C = Y 2 
= 1=> 2 = A+(B + C)2 => B = 


(*)J 


(x 2 +l)dx 


x 3 +l 


I 


(x 2 +l)dx 


:í 


dx 


+ lf (x + 1 )dx 


(x + l)(x -x + 1) 3 J (x + l) 3 J (x -x + 1) 


j- JX + J 
j ( y 2 — 


ír ! |x + l| + -J 


1 f /2 ( 2x + /3 


dx 


= f^l x + 1 l + ^ 

= — ó 77 1 x + 1| + — 
3 1 1 6 

= 1^| X + 1| + I 


(x 2 — x + 1) 
1 


I | 1 r ( 2 x-l)dx 1 r 

tr¡ x + l+- 7 — + _ 

1 1 fiJív 2 -v+1^ 


6 J (x -x + 1) 2 J (x 




dx 


H+ií 


2 J (x -x + 1) 
dx 


2 J (x 2 -x+l/) + % 




dx 


(^-)" 2 ) 2 +( v %)' 


rV3/ 


dx 

-x + 1) 
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irj (x + l) 4 (x 2 — x + 1) 


+ 


^77|(x + 1) 4 (x 2 -x + 1)| 


1 1 
2 V3 
2 


x — 


arcrg 


2 

2x-l 


+ c 


H arcrg 

3 y V3 


+ c 


7.18.- 

J r y — 


(x 2 + 6)dx 


(x-1) (x-2) 

Solución. - 


r Adx r £>üX r 

J ry+ii J rv-i'i 2 J 


Bdx 


Cdx 


(x + 1) J (x-1) 2 J (x + 2) 


A 


- + - 


B 


- + - 


C 


r (x ¿ +6)dx 
(x-1) 2 (x-2) 

(x 2 +6) 

(x-1) 2 (x-2) (x + 1) ' (x-1) 2 (x + 2) 
x 2 + 6 = A(x + 1) + (x + 2) + B(x + 2) + C(x - 1) 2 

x = l=>7 = 3B=>B = ^ 

= -2 => 10 = 9C => C = 


(*), luego: 


x = 0 => 6 = — 2A + B + C => A = - ^ 


9 

Ir dx 7r dx 10 r dx 1 i , 7 1 10 , , 

(*) = — + — -H = — irj\x - 1 H ínx + 2+c 

qJry + ii qJrv-A 2 q q 1 1 q v-i q 1 1 


9 J (x + 1) 3 J (x-1) 9 J (x + 2) 


3 x-1 9 


1 

= -ín 

9 


(x + 2) 


10 


x-1 


7 


3(x-l) 


- + c 


7 - 19 "J; 


(x 2 -l)dx 
(x 2 +l)(x-2) 

Solución. - 

r (x 2 -l)dx rAx + B 
J (x 2 +1)(x-2) “J (x 2 +1) 
(x 2 -l) 


dX + í(^j(*)’ IUe90: 


Ax + B C 
- + - 


(x 2 +l)(x-2) (x 2 +l) (x-2) 

íx = 2^3 = 5 C^C = 3 / 


x 2 -l = (Ax + B)(x-2) + C(x 2 +1) 


. . < 


x = 0 => -1 = -2B + C => B = 


= 1 => 0 = -(A+ B) + 2C => A = ¿ 


(*)=/ 

1 


(“- A + 4 -)dx r dx ] 


5 ' /5 2 . ,( f /5 f 

J ('y-?'» qJ 


5 

2 xdx 


(x 2 +l) 


4 
+ — 


I; 


dx 


3 
- + - 


í 


dx 


(x-2) 5 J (x +1) 5 J (x +1) 5 J x-2 

1 


= — e 77 1 x 
5 


+ 1 + — arcx + — irj x-2 +c = — irj (x +l)(x-2) + — arcx + c 
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7.20.- í 

■* x -4x-5 

Solución. - 

C xdx _ r 

- v 2 — Ay — ^ - (y- 


r Adx r Bdx , . . 

+ (*) , luego: 

j Íy + ^ J (y-A 


J x“-4x-5 J (x + 5)(x-l) J (x + 5) J (x-1) 

= A +— — ^x = A(x-l) + B(x + 5) 

(x + 5)(x-l) (x + 5) 0-1) 

x=l=>l = 6B=>B = 
x = -5 => -5 = -6A => A = 5 / 


«OI 


5 r dx Ir dx 5 


J— — = -^|x + 5| + -^|x-l| + c = -^|0 + 5) 5 0-l) ■ 


6 J (x + 5) 6 J (x-1) 6 1 1 6 1 

7.21.- f 2 X A 

J x 2 -2x-3 

Solución. - 

r xdx r xdx r Adx r Bdx , . , 

— = = + (*) , luego: 

1 x 2 - 2x-3 J 0-3)0 + l) ^ (x-3) J (x + 1) 

= ^— + — — =^x = A(x + l) + B(x-3) 

0-3)0+i) 0-3) 0+1) 
x = -1 => -1 = -4B => B = ^ 

x = 3 => 3 = 4 A => A = ^ 

- . 3 r dx 1 r B 3 „ i r ,il„i „i 


(*) = — í + — í = — £rj\x-3\ + — (ÍT]\x + l\ + c = — ^|(x-3) 3 (x + 1)| + c 

4 J 0-3) 4 J 0 + 1) 4 1 1 4 1 1 4 1 1 

7.22.- f ( * + 1)dX 

J v 2 j-zLv-c; 


4 J (x-3) 4 J (x + 1) 4 1 1 4 1 

7.22.- f ( * + 1)dX 

J x 2 + 4x-5 

Solución. - 

r (x + l)dx r (x + l)dx r Adx r Bdx 
•*x 2 +4x-5 Ox + 5)(x-1) Ox + 5) ■* (x-1) 


O), luego: 


A B 

H 


(x +4x-5) (x + 5) (x-1) 

x = l=>2 = 6B=>B = 

x = - 5 => 3 = -4A => -6A = 3/ 


x + 1 = A(x — 1) + B(x + 5) 


w-lJ 

7.23-1- 


2 r dx Ir B _2 
3 J (x + 5) + 3^ (x-1) ~ 3 

r x 2 dx 


¿ 7 /|x + 5| + -l , 7 /|x-l| + c = — €77 |(x + 5) 2 (x — 1)| - 


J x +2x + l 

Solución. - 
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x 2 dx 


x + 2 x + l 
Adx 


■= 1 


2x + l 




= x- 


f^+f 


X + 2 x + 1 y 
Bdx 


dx = \dx-j 


( 2 x + l )dx 
x 2 + 2 x + 1 


1 dx A 


( 2 x + l )dx 

(* + 1) 2 


(x+i) j (x+ir 


(*), luego: 


2 x + l 


A 


- + - 


B 


(x+i y (x+i) (x+i y 
Jx = -1=>-1 = B=>B = -1 
” |x=0=>l= A+B=> A=2 


2x + l = A(x + 1) + B 


(*)=x- 

7.24.- J 

s 

I 


2Í — — [ 

J rv-ui'» J 


dx 


(x + 1 ) J (x + 1) 2 


= x- 


2trj x + 1 + 


x + 5 


+ c = x-2írj x + 1 | — 


x + 5 


dx 


x(x + l ) 2 

Solución. - 


dx 


r Adx r düx r 

J V J f V -1-1') J 


Bdx 


x(x + l ) 2 


Cdx 


1 


A 

■ = — + - 


B 


(x + 1 ) 
C 


(*) , luego: 


- + - 


x(x + l) x (x + 1 ) (x + 1 )" 

x = -1 => 1 = -C => C = -1 
x = 0 =>1= A=> A = 1 
x =1=> 1 = 4A+ 2B + C => B = -1 


(x + 1) 2 

=>1 = A(x + 1 ) 2 + Bx(x + 1) + Cx 




J X J (x + 1) J 

7.25.- 1 

s 

I 


dx 


dx 


(x + 1)' 


■ = €77 |x| — ^ 77 1 x + 1 | + - + c = £tj 


x + 1 


+ - 


x + 1 


■ + c 


(x + l)(x 2 +l) 

Solución. - 


dx 


(x + l)(x + l ) 2 
1 


r Adx r 

: Í77T + 1 


Bx + C 


x + 1 J (x' + 1 ) 
A Bx + C 


dx (*) , luego: 


- + - 


(x + l)(x 2 +l) x + 1 (x 2 +l) 

x = -1 => 1 = 2 A => A = 

x=0=>1 = A+C=>C=1t2 

x =1=> 1= 2A+(B + C)2 => B = 


1= A(x 2 +l) + (Bx + C)(x + l) 


1 J ('v-ul'í J 


( 1 y X — • )dx J 


2 J (x + 1) 


(x 2 +l) 


-£t 7 |x + 1 |--J 


Ir x — 1 




2 xdx 


1 

+ -I 


dx 


1 


2 J (x 2 +l) 
1 


-dx 


4 J (x +1) 2 J (x +1) 2 


= — .f 77 |x + 1 — ír¡ x 2 +l + — arcrgx + c 


+ c 
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1 

= -irj 

4 


( x+i y 


x 2 +l 


+ — are rgx + c 


7.26.- j 

S 

I 


dx 


x(x 2 + x + l) 

Solución. - 


dx 


c Adx r 

i— + i 


x(x" + X + 1) 


Bx + C 
(x 2 + x + 1) 


dx (*) , luego: 


1 


A Bx + C 

9 = 1 1 

x(x +X + 1) X (x' + x + l) 


•1= A(x 2 + x + 1) + (Bx + C)x 


• A 


x = 0=>l = A=>A = l 

x=l=>l = 3A+B + C=>B + C = -2 

x = -l=>l=A+B-C=>B-C = 0 

(x + Í )dx ^ i , i\ 1 f (2x + 2)dx 


W =ÍT-Í 


(x 2 + X + 1) 


: ^|x + i|--J 


: ^l x hñí 


1 r(2x+l)+l 
2-1 (x 2 +x + l) 
1 


dx = ¿//|x|--J 


2 J (x 2 +x + l) 

1 r (2x + l)dx 1 


í- 

? J i 


dx 


1 y 1 f 

ír¡ x — lr¡ x + x + l — J 


2 J (x + x + 1) 2 J (x +x + l) 
dx 


2 (x 2 + x + / 4 ) + % 


-ÍTl\x\-^iri\x 2 +x + l\~\ 


dx 


■ ir¡\x\ — ii] x 2 + x + l 


2 

1 1 
2 Ví 


(x + X /) 2 + ( V 3/) 2 


xa- 


are rg 




- + c 


. I 1 I 2 J V3 2x+l 

= ir¡\x\ — ir / |x + x + 1| are rg — ;^ + c 


7.27.- j 

S 

I 


2 

2x 2 +5x-l 


s 


3 2 

x +x 


-2x 


dx 


Solución. - 

• (2x 2 +5x-l)dx 
(x 3 + x 2 -2x) 


C Adx (• a ax r 

J v J r v — a J 


Bdx 


2x +5x-l A 

■ = — + - 


- + - 


(x-1) 
C 


Cdx 

(^+2) 


(*), luego: 


(x 3 + x 2 -2x) x (x-1) (x + 2) 

2x 2 + 5x-l = A(x- l)(x + 2) + Bx(x + 2) + Cx(x - 1) 
x = 0 => -1 = -2 A => A = ^ 
x=l=>6 = 3B=>B = 2 
|x = -2=>-3 = 6C=>C = -^V 
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. . 1 r dx 

(*) = — I 1- 2 1 - 

2 J x J (x-1) 2 J (x + 2) 2 

_ __ r x 2 + 2x + 3 , 

7 . 28 .- -dx 

J O -1)0 + 1) 

Solución. - 


dx 1 r dx 1 


= -ÍTj\x\ + 2íri\x-l — Í7j x + 2 + c 


• x +2x + 3 
(x-l)(x + l) 2< 
x 2 + 2x + 3 


0-1) J 0+1) J O+i) 2 


(*), luego: 


x+2x + 3_A B C 

(x-i)(x+i) 2 'o^i) + o^I) + o+i) 2 
x 2 + 2x + 3 = A(x + 1) 2 + B(x-l)(x + l) + C(x-l) 

x = 1 => 6 = 4 A => A = ^2 
x=-l=>2 = -2C=>C = -l 
x = 0=>3 = A — B — C=>B = — 1^ 

„ . 3 r dx 1 r dx r dx 3 „ , I 


= —lrj 
2 


r dx 

1 

í dX í 

■* x-1 

2 

J x + 1 J 

0-1) 3 

+ 

1 

+ c 

x + 1 


x + 1 


O+i ) 2 


= ^■0| x_ l| _ ~^ 7 7| x + l| H — — j- + c 


_ __ r3x‘ + 2x-2, 

7 . 29 .- dx 

J x 3 -l 

Solución.- 

r3x 2 +2x-2, r 3x 2 + 2x-2 , r A 

•I x 3 -l •• (x-l)(x‘ +x + l) ■* x 

3x 2 + 2x-2 A Bx + C 

(x-l)(x 2 + x + l) x-1 (x 2 +x + l) 

3x 2 + 2x-2 = A(x 2 + x + l) + (Bx + C)(x-l) 
x=l=>3 = 3A=>A = l 
< x=0=>— 2 = A — C=>C = 3 
x = -l=>-l= A+(-B + C)(-2)=> B = 2 


x 3 -l 


r 3x +2x-2 
•I (x-l)(x 2 + x + 1) 

A Bx + C 
= + — ; 


Adx r(H x + C)dx 


f /iüX f 

l7TT + í 


x-1 J (x“ + x + 1) 


(*), luego: 


«-FOJ 

j x _i j 

= 1*1 |x-l| + J^ 


dx r (2x + 3)dx 
ü- 1 (x 2 + x + 1) 


: lr ¡ | x — 1| + J 


(2x + l) + 2 c 
(x 2 + x + 1) 


(2x + l)dx r dx 
(x 2 + x + l) (x 2 + x + 1) 


= £rj\x-l\ + trj x 2 + x + l +2j- 


A/V+(S/ 


(x+ O) +( v A ) 
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= í r¡ (x-l)(x 2 + x + 1) +2 


x + 


S/ 


- are rg 


■ £^|(x-l)(x 2 + x + 1)| + ^^- are rg 


2x + l 


- + c 


- + c 


7.30.- j 

S 

í 


x 4 -x 3 + 2x 2 -x + 2 


(x-l)(x 2 + 2) 2 

Solución. - 

■ x 4 - x 3 + 2x 2 - x + 2 


dx 


Adx r (Bx + C)dx r (Dx + E)dx 


dx=f^ + f 

J J 


A 


(x 2 + 2) 


Bx + C Dx + E 

-H r 1 T 


+ 


(x 2 + 2) 2 


(*), luego: 


(x-l)(x“ + 2) 
x 4 -x 3 + 2x 2 - x + 2 

(x-l)(x 2 + 2) 2 x — 1 ' (x 2 + 2) ' (x 2 +2) 2 
x 4 -x 3 + 2x 2 — x + 2 = A(x 2 + 2) 2 +(Bx + C)(x-l)(x 2 + 2) + (Dx + E)(x-1) 

= A(x 4 + 4x 2 +4) + (Bx + C)(x 3 + 2x-x 2 -2) + Dx 2 -Dx + Ex-E 
= Ax 4 + 4Ax 2 + 4A+ Bx 4 + 2 Bx 2 - Bx 3 - 2 Bx + Cx 3 + 2 Cx - Cx 2 - 2C 
=> +Dx 2 -Dx + Ex-E 

= (A+ B)x 4 + (C - B)x 3 + (4A- C + 2B + D)x 2 + (-2B + 2C - D + E)x + (4A- 2C - E) 
Igualando coeficientes, se tiene: 
f A+ B =1 A 

- B+ C =-l 

4A+2B- C+ D =2 
-2B + 2C- D+ E =-l 
4 A -2C - E =2 y 


.-. A = y^,B = ^/,C = -^,D = -1,E = 0 


1 r dx r(/ 3 x /4)dx xc ¡ x 


(*) = — 

3 J x — 1 


(x + 2) 


. r ax ir zxax ir dx Ir 2 xdx 
; J x — 1 3-1 rv 2 + n 'íJ 


3 J x-1 3 J (x + 2) 3 J (x + 2) 2 J (x + 2) 

= i^|x-i| + i^|x 2 +2|-^ 


x 1 1 

are rg — ¡= H r + c 

6 V2 2 x 2 + 2 


V2 


fg|(x-l)(x 2 + 2)| — — are rg-^L 


+ - 


1 


2(x 2 + 2) 


■ + c 


2x - 7x-l 


7.31.- J — dx 


x 3 + x 2 -x-l 


Solución. - 

r 2x 2 — 7x-l 


x 3 + x 2 -x-l 


ríx = J 


2x 2 -7x-l 


, r Adx r ¿s ax r 

dx = + + 

J v — 1 •'fv-U'H J 


Bdx 


(x-l)(x + l)‘ 


Cdx 


x-1 J (x + 1) J (x + 1)" 


(*), luego: 
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2x 2 — 7x — l A B C 

(x 3 + x 2 -x-l) x — 1 (x + 1) (x + 1) 2 
2x 2 - 7x-l = A(x + 1) 2 + B(x-l)(x + l) + C(x-l) 


x = -1 => 8 = —2C => C = -4 
< x =1 => —6 = 4 A => A = — 

x = 0=>-l= A- B-C => B = ^/ 


(*) 


3 

2 


r dx 

7 1 

r dx „ r 

+ - 

4 

J x-1 

2 J 

x + 1 ■* 


dx 

(* + l) 2 


—£n 

2 


(x + 1) 7 


(x-1) 


4 

+ + c 

x + 1 


r¡ |x -l| + ^ lr¡ |x + 1| + + c 


7.32.- 1 

s 

I 


3x“ +3x + l 


x 3 + 2x 2 + 2x + l 


dx 


Solución. - 

3x 2 +3x + l 


x 3 + 2x 2 + 2x + l 
3x 2 +3x + l 


dx = J 


(3x 2 +3x + l)dx r Adx r (Bx + C)dx 


(x + l)(x +x + l) 

A Bx + C 
- + - 


r /i ax r 

Í77T + Í 


x + 1 J (x+x + l) 


(*), luego: 


(x + l)(x 2 +X + 1) x + 1 (x 2 +x + l) 

3x 2 +3x + l = A(x 2 + x + 1) + (Bx + C)(x + 1) 
'x = -l=> A = 1 
x=0=>l = A+C=>C = 0 
x = 1 => 7 = 3A+ (B + C)(2) => B = 2 


.‘A 


<*W^AÍ 


2xdx 


x + 1 J (x 2 + x + 1) 
(2x + l)dx 


: £ 77 |x + 1| + J 


(2x + l)-l 
(x 2 + x + l) 


dx 


- ír¡ x + 1| + J 


-í; 


dx 


(x + x + 1) J (x“ + x + 1) 
:£^|x + l|+^|x 2 +x+l|-| 


dx 


(x 2 + x + ^/) + (^/) 2 
1 x + -k. 


= ír¡ x + 1 + x 2 + x + 1 - 


S/ 


r are rg 


S/ 


- + c 


: (,TJ (X + 1)(X 2 + X + 1) ■ 


2V3 


- are rg 


2x + l 


- + c 


7.33.- j 


x 3 + 7x 2 -5x + 5 


(x-1) 2 (x + 1) 2 

Solución. - 


dx 
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x J + 7x 2 -5x + 5, r Adx r Bdx r Cdx r Ddx r Edx 

5 T~ clx = + 7 + + 7 + 7 

(x-l) 2 (x + l) 3 J x-1 J (x-1) 2 J (x + 1) (x + 1) 2 J (x + 1) 3 


(*) , luego: 


x 3 + 7x 2 -5x + 5 _ A B C D E 

(x-l) 2 (x + l) 3 ~ x-1 (x-1) 2 x + 1 (x + 1) 2 (x + 1) 3 
x 3 + 7x 2 - 5x + 5 = A(x -l)(x + 1) 3 + B(x + 1) 3 + C(x - 1) 2 (x + 1) 2 
=> +D(x-l) 2 (x + l) + E(x-l) 2 

= Ax 4 + 2Ax 3 - 2Ax - A+ Bx 3 + 3Bx 2 + 3Bx + B + Cx 4 - 2Cx 2 + C 


=> +Dx 3 - Dx ¿ -Dx + D + Ex 2 - 2 Ex + E 
= (A + C)x 4 + (2A+ B + D)x 3 + (3B - 2C - D + E)x 2 


=> +(-2A+ 3B -D- 2E)x + (-A+ B + C + D+ E) 

Igualando coeficientes, se tiene: 

A + C =0' 

2 A + B +D =1 

+3B-2C- D+ E = 7 
-2 A +3B -D-2E -S 

— A + B + C+ B)+ E = 2 


■. A=0,B = 1,C = 0,D 


0, £ = 4 


(*) = í ~~2 + 4 J 

J <'v_-n 2 J 


dx 


1 


7.34.- J 

s 

I 


(x-1) 2 
2 xdx 


(x + 1) 3 x-1 (x + 1) 2 


- + c = ■ 


-4x — 1 


(x-l)(x + l) 2 


- + c 


(x 2 + x + l) 2 

Solución. - 

2 xdx r(Ax + B)dx 


(x ¿ + x + l y 
2x 

(x 2 +x + l) 2 " 


+ 


(Cx + D)dx 


J x“ +x + l J (x~ + x + 1) 

Ax + B Cx + D 
- + - 


(*), luego: 


x 2 +x + l (x 2 +x + l) 2 


2x = (Ax + B)(x 2 +x + l) + Cx + D => 2x = Ax 3 + Ax 2 + Ax + Bx 2 + Bx + B + Cx + D 
= Ax 3 + (A+ B)x 2 + (A+ B + C)x + B + D , igualando coeficientes se tiene: 


"A =0^ 

A+B =0 

A+B +C =2 


l +D = °J 

:.A = 0,B = 0,C = 2,D = 0 

Í 2 xdx 

— , de donde el método sugerido pierde aplicabilidad; tal como se 

(x +x + l) 

había planteado la técnica trabajada debe ser sustituida por otra: 


r 2 xdx 

r (2x + l)dx 

f dx 

(x 2 + x + 1) ■ 

^ (x 2 +X + 1) ■ 

' (x 2 + x + l) 2 
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1 8y¡3 rsec 2 OdO 


X + X + 1 




sec 4 O 


, ya que:u = r gO,du = sec 2 OdO 


1 


8^3 


X 2 +X+1 

9 L 

1 

8^3 

> 

X 2 +X+1 

> 

9 

1 

8^3 

d 

X 2 +X+1 

> 

9 

1 

4^3 

X 2 +X+1 

9 


1 1 u 

— are tqu -¡ 

2 2 (u 2 +1) 


1 2 
—arcrg -j= 


1 2 
— arcrg— ^ 
2 y V3 




+ - 


Xl 3 (X + ^ 


/3^ X + /2^ 2 


+ c 


x + 


2 ^r^(x + i/) 2 + i 


+ c 


arCr9 V3 ( ' X + ^ 


(x+ %) 


/gC^ + Z^) 2 +1 


+ C 


7.35.- J 

s 

I 


x' + 2x + 3 


x 3 -x 


dx 


Solución. - 

• x 2 + 2x + 3 


x 3 -x 


dx =S 


x +2x+3 
x(x — l)(x + 1) 


, r Adx r ¿sax r 
dx = + + 

J x f v — 'H J 


Bdx 


Cdx 


(x-1) J (x + 1) 


(*), luego: 


x +2x + 3 A 


B C 
- + - 


x(x — l)(x + 1) x (x-1) (x + 1) 
x 2 + 2x + 3 = A(x-l)(x + l) + Bx(x + 1) + Cx(x-l) 
x = 0 => 3 = — A => A = — 3 
x=-l=>2 = 2C=>C = l 
x=l=>6 = 2B=>B = 3 




w = - 3 Ív +3 Í7^ + Í777^ = - 3 ^H +3 ^I x - 1 I + ^I x+1 I +c 


dx 


dx 


(x-1) J (x + 1) 


= £tj 


(x-1) 3 (x + 1) 


+ c 
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(2x 2 -3x + 5)dx 
(x + 2)(x-l)(x-3) 

Solución.- 


7.36.- J 


, r Adx r £í ax r 

dx= + + 

j í v j-7\ j ( v -n J 


Bdx 


(x + 2) 


A B 
-H + - 


(x — 1) 

C 


Cdx 

(x-^3) 


(*), luego: 


r 2x^-3x + 5 
(x + 2)(x-l)(x-3) 

2x 2 -3x + 5 

(x + 2)(x — l)(x — 3) x + 2 x — 1 x-3 

2x 2 - 3x + 5 = A(x - l)(x - 3) + B(x + 2)(x - 3) + C(x + 2)(x - 1) 

íx = 1 => 4 = -6B => B = - - 7 ^ 




x =3=> 14 = 10C => C = ^ 

x = -2 => 19 = 15A => A = 
19 r dx 2 r dx 7 


15 

dx 


. . ± 3 r ux z r ux / r ux ±y . , z „ , . / . , 

( * )= l5fe“3fe + 5fe = l5 í '' |x + 2 l“3 í ' , l' í “ 1 l + 5 í "l X “ 3 l +C 

7-37-J 


3x 2 + x-2 


(x-l)(x 2 +l) 

Solución. - 

3x 2 + x-2 


r ÓX +X-Z , r /i ax r 

5 dx = + 

J ( v —iv y 2 J rv-ii J 


(x-l)(x 2 +l) 

3x 2 +x-2 A 


Adx 
(^1) 
Bx + C 


(Bx + C)dx 

(* 2 +l) 


(*), luego: 


- + - 


(x-l)(x 2 +l) x — 1 x 2 +l 
3x 2 + x - 2 = A(x 2 + 1) + (Bx + C)(x - 1) 
x = 1 => 2 = 2 A => A = 1 
< x = 0 => —2 = A-C => C = 3 
x = 2 => 12 = 5A+ 2B + C => B = 2 


. . r dx r(2x + 3)dx r dx 

(*) = J— r + “ 


rj+ + rAA +3 f 

J v-1 J r+1 J 


x~ + 1 


x — 1 


x 2 +l 


dx 

x 2 +l 


= £^|x-l| + ^|x 2 + 1| + 3 are rgx + c = f^|(x-l)(x 2 + l)| + 3arcrgx + c 

7.38.-|- (x + 5)dj; 


x“ — 3x + 2 

Solución. - 

(x + 5)dx 


r ^x + ajux _ i- ^ 

J v 3 - 1 v +9 J (y — 


(x + 5 )dx 


r Adx r oax r 
J lv-11 J Iv-ll 2 J 


Bdx 


x" -3x + 2 
x + 5 


A 


(x-1) (x + 2) 
B 


Cdx 


(x-1) J (x-1) J (x + 2) 


(*), luego: 


- + - 


x 3 -3x + 2 x-1 (x-1) 2 


+ - 


C 


(x + 2) 

x + 5 = A(x -l)(x + 2) + B(x + 2) + C(x -l) 2 
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x=l=>6 = 3B=>B = 2 
x = — 2 => 3 = 9 C => C = 


x = O => 5 = — 2A+ B + C => A = ■ 

1 r dx „ r dx 
3 J (x-1) J (x-1) 2 3 J (x + 2) 


. . Ir dx „ r dx Ir dx I., . , 

(*)=-- + 2 5 - + - = ÍTJ X-1 


— + -£ij\x + 2\ + c 


= —£tj 
3 


x + 2 


x-1 


x-1 


- + c 


7.39.- J 

S 

I 


2x 3 +3x 2 + x-1 


(x + l)(x 2 + 2x + 2) 2 


dx 


Solución. - 

•(2x 3 + 3x 2 + x-l)dx 
(x + l)(x 2 + 2x + 2) 2 
2x 3 +3x 2 + x-1 
(x + l)(x 2 +2x + 2) 2 ~ 


Adx r (Bx + C)dx r ( Dx + E)dx 


r /íüx r 

bl7 + l 


x + 1 J (x +2x + 2) 


+ 


(x 2 + 2x + 2) 2 


(*), luego: 


A 


- + - 


Bx + C 


- + - 


Dx + E 


x + 1 (x 2 + 2x + 2) (x 2 + 2x + 2) 2 


2x 3 + 3x 2 + x - 1 = A(x 2 + 2x + 2) 2 + (Bx + C)(x 2 + 2x + 2)(x + 1) + (Dx + E)(x + 1) 
= Ax 4 + 4Ax 3 + 8Ax 2 + 8Ax + 4A+ Bx 4 + 3Bx 3 + 4Bx 2 + 2 Bx + Cx 3 + 3Cx 2 + 4Cx 
=> +2C + Dx“ + Dx + Ex + E 

= (A+ B)x 4 + (4A + 3B + C)x 3 + (+8A+ 4B + 3C + D)x 2 
=> +(8A+ 2B + 4C + D + E)x + (4A+ 2 C + E) 

Igualando coeficientes, se tiene: 

^ A + B =0' 

4 A +3B + C = 2 

8 A +4B +3C +D =3 

8 A +2B +4C + D + E = 1 


4 A 


+ 2C 


+ E = -1 


A = -1, B = 1, C = 3, D = -2, E = -3 


<*>-í£+í 


(x + 3)dx 


J; 


(2x + 3)dx 


x + 1 J (x + 2x + 2) J (x + 2x + 2)“ 

= -^| x -l| + l[ ( f + 6 > d * f (2* + 2)+lrf* 

1 1 2 J (x z + 2x + 2) j (x 2 + 2x + 2) 2 

= _£„| x _l| + i f (2x + 2) + 4 f (2x + 2)dx r 

^ I 9 J Cv 2 j.Tyj.71 j ("y 2 4- 1 y 4- J 


dx 


2 J (x 2 + 2x + 2) 

-^|x-l| + lf (2X+2)dX 

1 1 2 j (x 2 + 2 x + 2 ) 

1 
2 


+ 2 f 

= -^|x-l| + -^|x ¿ + 2x + 2| + 2j 


(x 2 +2x + 2) 2 
dx 


(x 2 +2x + 2) 
dx 


-i 


(x 2 + 2x + 2) 2 
(2x + 2 )dx 


1 

H 


(x 2 + 2x + 2) 
1 


-I 


dx 


(x 2 + 2x + 2) 2 
dx 


-f- 

(x + l) 2 +l 2 x 2 + 2x + 2 [ ( x + !) 2 + i] 
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= -¿7lx-ll+- 


+ 2x + 2 + 2arcrg(x + l) 


1 

=> + — 


1 x + 1 


2 x +2x+2 2 x + 2x + 2 2 


— arcrg(x + l) + c 


+ — arcrg(x + l) — 


2 x + 2x + 2 


7 4Q _ f (2x 2 + 3x-l)dx 
•* x 3 + 2x 2 +4x + 2 

Solución. - 


f (2x 2 +3x-l)dx _f (2x 2 + 3x-l)dx _ r Adx | r ( Bx + C)dx j Q . 
Jx 3 + 2x 2 +4x + 2 J (x + 1)(x 2 +2x + 2) J (x + 1) •> (x 2 + 2x + 2) 1 


(2x 2 +3x-l) 


(Bx + C) 


(x + l)(x 2 +2x + 2) (x + 1) (x 2 + 2x + 2) 

2x 2 +3x-l = A(x 2 + 2x + 2) + (Bx + C)(x + 1) 
x = -1 => -2 = A => A = -2 
< x = 0 => —1 = 2A+ C => C = 3 
x=l=>4 = 5A+(B + C)(2) => B = 4 

W = -2 f A+ + f <+!++ = _ 2Í , | X+ 1| + 2 f 

J 0 + l) ‘ x 2 + 2x + 2 1 1 1 

= -2<,|x + l| + 2f ( f + 2)dX -2f , dx 

1 1 j x 2 + 2x + 2 j x“ + 2x + 2 


(2x + 2)-l 


x 2 + 2x + 2 


= -2^|x + l| + 2f ^ + Z ^ -2f , 

1 1 j x 2 + 2x + 2 j x“ + 2x + 2 

= -2/?77|x + l| + 2(?77|x 2 + 2x + 2|-2arcrg(x + l) + c 

7 4 i . ( (2x + l)dx 
' J 3x 3 + 2x-l 

Solución.- 

f (2x+1)dx = f (2x+I)dx = í^+ + f (Bx + C)dx 

j 3x 3 -2x-1 j (x-1)(3x 2 +3x + 1) J (x-1) j (3x 2 +3x + 1) 


(2x + l) 


(Bx + C) 


(3x 3 — 2x-l) (x-1) (3x 2 +3x + l) 

2x + l = A(3x 2 + 3x + 1) + (Bx + C)(x - 1) 

x=l=>3 = 7A=>A = 'ylj 

x=0=>l = A-C^C = -% 

x = -1 => -1 = A + (-B + C)(-2) =>B = - 9 / 


. . j r uX ir 

(*) = 

7 J Iy-11 7 J 


dx Ir (9x + 4)dx 3 


7 J (x-1) 7 J 3x“ +3x + l 7 




1 9 f (6x + 3- l/)dx 


7 6 J 3x +3x + l 
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= — ír¡ x-l| í 

7 1 i¿lJ 


3 r (6x + 3)dx 


2 , o., , i i /i J o. ,2 


dx 


7 7 

= — ^77 |x — l| 

7 1 14 

= -¿i7|x-l| 

7 1 1 14 

= -tri\x-l\ 

7 1 1 14 


14 J 3x +3x + l 14 J 3x +3x + l 
1 r dx 


3x 2 +3x + l| + — f— „ . 

1 i4h( X+ y 2 r + y 4 


3x 2 +3x + l + — J 


dx 


7 J 12 (x + ^) 2 +1 

3x 2 +3x + l|n arcrg2V3(x+ %) + c 

I 21 / 2 


7.42.- í — 

J t y — 


x 4 -2x 2 +3x + 4 


(x-l) 3 (x 2 + 2x + 2) 

Solución. - 


dx 


J ( Y — 


x 4 - 2x 2 + 3x + 4 , r Adx r Bdx r Cdx 


(x-l) 3 (x 2 + 2x + 2) 
x 4 -2x 2 +3x + 4 


, r tíüx r düx r lüx r 

dx = + 7 + T + 

J (x-1) J (x-1) 2 J lv-ll 3 J 


A 


- + - 


B 


- + - 


C 


(Dx + E)dx 
(x-l) J J (x 2 + 2x + 2) 
Dx + E 


(*), luego: 


- + - 


(x-l) 3 (x 2 + 2x + 2) (x-1) (x-1) 2 (x-1) 3 (x 2 + 2x + 2) 

x 4 - 2x 2 + 3x + 4 = A(x - 1) 2 (x 2 + 2x + 2) + B(x - l)(x 2 + 2x + 2) 

=> +C(x 2 + 2x + 2) + (Dx + £)(x - 1) 3 

x 4 - 2x 2 + 3x + 4 = A(x 2 - 2x + l)(x 2 + 2x + 2) + B(x 3 + 2x 2 + 2x - x 2 - 2x - 2) 
=> +C(x 2 + 2x + 2) + (Dx + E)(x 3 - 3x 2 + 3x - 1) 

x 4 - 2x 2 + 3x + 4 = Ax 4 - Ax 2 - 2 Ax + 2 A+ Bx 3 + Bx 2 - 2B + Cx 2 + 2Cx + 2 C 

=> +Dx 4 - 3Dx 3 + 3Dx 2 - Dx + Ex 3 - 3 Ex 2 + 3 Ex - E 

x 4 -2x 2 +3x + 4 = (A+D)x 4 + (B-3D + E)x 3 + (-A+B + C + 3D-3E)x 2 

=> +(-2A+ 2C-D + 3E)x + (-2A- 2B + 2C - E) 

Igualando coeficientes se tiene: 


f 


A 


+D 


= 1 


B -3D + E = 0 

- A + B + C +3D -3E = -2 

-2A +2C -D +3E = 3 

2A -2B +2C -E = 4 


• a-106/ B-9/ C- 6 /d- 19 / E- 102 / 

/125’ /25 ,u /5’ /125’ /125 


. . 106 r dx a r 

(*) = 

1 J V4-1 9 c; j I 


dx 6 r dx 1 r (19x + 102)dx 
125 J x + 1 25 J (x-1) 2 + 5-l (x-1) 3 + 125 J (x 2 + 2x + 2) 

1 | 19 r( x + 1 %) dx 

19S J 


106 „ 1 9 1 6 

= — (.mx- 1+ + — , . 

125 1 1 25 x-1 5 (-2)(x-l) 2 125 J (x 2 + 2x + 2) 
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106 „ I ,1 

= lr¡\x - 1 + 

125 1 1 

106 „ i ,, 

125 1 1 

106, i ,i 

= ir) x-1 + 

125 1 1 

106 „ i 

= -erj\x-l\ + 


9 

3 

19 

| 

25(x-l) 

5(x-l) 2 

250 

9 

3 

19 

| 

25(x-l) 

5(x-l) 2 

250 

9 

3 

19 

25(x-l) 

5(x-l) 2 

250 

9 

3 

19 

| 

25(x-l) 

5(x-l) 2 

250 


19 f (2x + 2) + 8J 


ír¡\x 2 + 2x + 2| + ^ 16 Jj f 
1 1 250 J 


250 J (x 2 + 2x + l) + l 
166 r dx 
250 J (x + l) 2 +l 


125 1 1 25(x-l) 5(x- 

7.43.- 

Solución. - 

r édt _ r édt 
’ e 2t +3e ( + 2 “■> (e t +2)(e t + 2) 

Luego: 

, . r du r Adu r Bdu 


— H í r¡ x 1 + 2x + 2 H arcrg(x + l) + c 

-n 2 ?c;n ?c;n 


(*), Sea:u=e t +l,du = e t dt;e t +2 = u+l 


r DUU / \ 

I (**) 

* n 


J (u+l)u J (u+1) J u 
1 A B 

= + — => 1 = Au + B(u + 1) 

(u+l)u (u + 1) u 

fu = 0=>l=B=>B=l 

" |u=-l=>l = ^A=> A = -l 


(**)=-{ 

e f +1 

= ir¡ — 

e f + 2 


du r du 

b 

(u+1) ■* U 

1 

— +c 


J — = -Ptj\u + 1 + £rj u +c = -£rj é + 2 +tr¡ e‘ +1 +c 


_ .. r senétáí? 

7.44.- — 5 

J cos^ 6 + eos 0-2 

Solución. - 

r senéldí? r senddd , . 

— = (*) 

■* eos 2 0 + COS0-2 ■* (eos 0 + 2)(cos 0-1) 

Sea: u = cos0-l, du = - sen 0d0,cos0 + 2 = u + 3 

Luego: 

(Vi f -du _ r du _ r Adu r Bdu 
J(u + 3)u Ju(u+3) J u Ju + 3 

1 A B 

— — i => 1 — A(u + 3) + Bu 

u(u + 3) u u + 3 

u = 0 => 1 = 3 A => A = 

•*• i 

u = - 3 => 1 = -3B => B = - ^ 


sen0d0 


sen0d0 


f ~ du _ 

r du - 

• Adu (• 

(u + 3)u ^ 

u(u + 3) * 

u J 
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1 rdu 1 f du 1 | | 1 | | 

(„) = _ j + J__ = __^I U I + _^I U+ 3 I +C 


3 J u 3 J (u + 3) 3 1 1 3 1 

1 1 

= 77 |cos ^ — 1 | + — é 1 77 |cos + 2 | + c , Como: |cos#| < 1, se tiene: 

1 . 1 . -I 1 . -I 1 . 2 + COS 0 

= — ír¡ l-cos¿? + -£77 2 + cosí? +c = -trj +c 

3 3 3 l-cos0 


7-45-J 


4x 4 -2x 3 -x 2 + 3x + l 


(x 3 + x 2 -x-l) 


Solución. - 

r 4x 4 -2x 3 -x 2 +3x + l 


(x 3 + x 2 -x-l) 


J 4x-6+ 


9x + x-5 
x 3 + x 2 -x-l 


= f4dx-Í6dx+f (9 f +r 5)dX = 2x g -6x+f 
J J J x 3 + x 2 -x-l J 

Trabajando sólo la integral resultante: 

r (9x 2 + x - 5 )dx _ r (9x 2 + x - 5 )dx _ r Adx 


(9x 2 + x-5)dx 
x 3 + x 2 -x-l 


3 2 

X +x -x- 


ax _ r 
-1 


(x + l) 2 (x-l) J (x + 1) J (x + 1) 2 J (x-1) 


(**) , luego: 


(9x 2 + x-5) A B C 
(x 3 + x 2 -x-l) ~ (x + 1) (x + 1) 2 x — 1 
= 9x 2 + x - 5 = A(x + l)(x - 1) + B(x - 1) + C(x + 1) 2 
x = 1 => 5 = 4C => C = ^ 

x=-l=>3 = -2 B^B = ~y 2 
x = O => -5 = -A-B + C => A = 31/ 


, . 31 f dx j r ax a r ax 

4 J (x + l) 2 J (x + l) 2 4 J (x-l) 4 1 1 

(*) = 2x 2 -6x + — (?h|x + 1|h h — ^ 77 |x — 1| + c 

4 1 1 2(x + l) 4 1 1 


dx 5 r dx 31 


— h — ¿'nlx-ll + c 

2(x + l) 4 1 1 


7.46- 1 


3 x 4 dx 


J (x“ +1)“ 

Solución. - 

r 3x 4 dx r 


3 x 4 dx 


(x 2 +l) 2 j (x 4 + 2x 2 +1) 


= 3 1 


2x 2 +1 

(77i? 




2x 2 +1 

(* 2 +l) 2 


-3x-3j 


2X +1 J 7 3 

— 3 jdx (*) 

(x 2 +l) 2 


Trabajando sólo la integral resultante: 

r(2x 2 +l)dx r(Ax + B)dx r(Cx + D)dx 


(x 2 +l) 2 


(x 2 +l) 


(x 2 +l) 


— (**) , luego: 
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(2x 2 +1) _ Ax + B Cx + D 
(x 2 +l) 2 ~ (x 2 +l) + (x 2 +l) 2 


2x 2 +1= (Ax + B)(x 2 +1) + Cx + D 


=> 2x 2 + 1 = Ax 3 + Ax + Bx 2 + B + Cx + D => 2x 2 + 1 = Ax 3 + Bx 2 + ( A+ C)x + (B + D) 
Igualando coeficientes: A = 0,B = 2,A+C = 0=>C = 0,B + D = 1=>D = -1 


(**) =2j 


dx 


dx 


(x 2 +l) 


(x 2 +l) 
+ c 


2 = 2 are rgx - ¿ 


are rgx + 


1 + x 2 


+ c 


3 x 

= — are rgx — 

2 2(1+ x 2 ) 

9 x 

(*) =3x — are rgx — 

2 2(1+ x 2 ) 


+ c 


7.47.- J 


(2x 2 +41x-91)dx 


x" -2x -llx + 12 

Solución.- 

,2 . /ti „ mi /'■a ,,2 


(2x +41x-91)dx f (2x 2 +41x-91)dx 


fi±A_ 
J v 3 - 


x" -2x -llx + 12 
(2x 2 +41x-91)dx 


fA±A 

j ( V — 


(x-l)(x + 3)(x-4) 


r (zx 
(x-l)(x + 3)(x-4) 
(2x 2 +41x-91) 


r Adx r a ax r uax . . 

+ + (*) 

J x-1 J v + t J y-4 


Bdx 


A B 

-H + 


x + 3 
C 


Cdx 
x-4 


(x-l)(x + 3)(x-4) x-1 x + 3 x-4 

(2x 2 + 41x - 91) = A(x + 3)(x - 4) + B(x - l)(x - 4) + C(x - l)(x + 3) 
'x = -3 => 18 - 123 - 91 = B(-4)(-7) => B = -7 
x =4 => 32 + 164- 91 = C(3)(7) => C = 5 
x =1=> 2 + 41-91 = A(4)(-3) => A = 4 




( * )=4 Í7^r _7 f77r+ +5 Í7£ií =4í ' , l )í_1 l _7í ''l )í+3 l +5< ''l A: - 4 l +c 


dx 


dx 


= itj 


(x-1) J (x + 3) J (x-4) 


(x-1) 4 (x-4) 5 


(x + 3) 7 


+ c 


7 48 - f ( 2 * 4 + 3 ^ 3 -x-l)dx 
■* (x-l)(x 2 + 2x + 2) 2 

Solución. - 

r 2 x 4 + 3x 3 -x- 1 , r Adx r (Bx + C)dx r (Dx + E)dx . . . 

^ rdx = + -A- — + — T (*) , luego: 

J (x-1)(x 2 + 2x + 2) 2 •* (x-1) j (x 2 + 2x + 2) j (x 2 + 2x + 2) 2 

2x 4 +3x 2 - x-1 _ A Bx + C Dx + E 

(x-l)(x 2 +2x + 2) 2 _ (x-1) (x 2 + 2x + 2) (x 2 + 2x + 2) 2 

2x 4 + 3x 3 - x -1 = A(x 2 + 2x + 2) 2 + (Bx + C)(x - l)(x 2 + 2x + 2) + (Dx + E)(x -1) 

2x 4 + 3x 3 - x - 1 = A(x 4 + 4x 2 + 4 + 4x 3 + 4x 2 + 8x) + B(x 4 + 2x 3 + 2x 2 - x 3 - 2x 2 - 2x) 


=> +C(x 3 + 2x 2 + 2x - x 2 - 2x - 2) + D(x 2 - x) + E(x -1) 
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2x 4 + 3x 3 - x -1 = ( A+B)x 4 + (4 A+B + C)x 3 + (8 A+C + D)x 2 
=> +(8A-2B-D + E)x + (4A-2C-E) 

Igualando coeficientes se tiene: 

4 A + B = 2 ' 

4 A + B + C =3 

8 A + C +D = 0 

8 A -2 B -D + E = -1 

, 4 A -2 C -E = -í , 


■ A - 3/ R - 47/ r; - 16/ n _ _ 8/ p - 1/ 

' /25’ /25’ /25’ /5’ /5 

(47x + 16)dx 1 r (8x-l)dx 


3 r dx Ir 

(*) — — 1 


25 1 1 


25 J x-1 25 J (x +2x + 2) 5 J (x 2 +2x + 2) 2 

(^ + 1 % 7 )^ 8 r ( x ~}g) dx 

(x 2 +2x + 2) 5 (x 2 + 2x + 2) 2 


47 

25' 


= — ^|x-l| + — í 
25 1 1 J 


47 r ( 2 x + 2)-62 


47 „ 4 r + 2 ) - 9/ 


50 


= —ir¡ |x-l| + — í 
1 1 c;nJ 


(x 2 + 2x + 2) 

(2x + 2)dx 62 


dx-— f- 

s J i 


-dx 


25 


(x +2x + 2) 
dx 4 1 

50 J (x / + 2x + 2) 50 J (x z + 2x + 2) 5J(x z + 2x + 2) 2 


DZ r 

c;n J i 


(2x + 2)dx 


9 r dx 
’ + 5J (x 2 + 2x + 2) 2 

— fn|x-l| + — £n|x 2 + 2x4-2 
25 1 1 50 1 


62 r dx 4 r 1 
50 J (x + 1) 2 +1 + 5J (x 2 + 2x + 2) 


9 r dx 
+ 5 [(x + i ) 2 +i ] 2 


A 7 

= — /77 |x — 1| H ir¡ |x 2 + 2x + 2|- 


25 

9 

=> +- 
5 


50 


62 

50 


x + 1 


— arcrg(x + l) + — — 

2 2 x 2 +2x + 2 


arcrg(x + l) + 

+ c 


4 

5(x 2 +2x + 2) 


3 , . 47 i 2 „ i 17 , ^ 9x + 17 

= — fnx-lH ln\x +2x + 2 arcrg(x + l)4 

25 1 1 50 1 1 50 10(x 2 +2x + 2) 

r dx 


Solución. - 


f dx - 

r dx -f 

dx 

e 2x +e x -2 J 

(e x ) 2 + e* -2 J 

\e-) 2 +e- + y¿ 

_ 2 - V 
74 
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(*) , Sea: u = e x + Vi. , du = e x dx => dx = 


Luego: 


Adu r Bdu 


u 2 - ( V J ( u - /2^ u + %)( u -%) J u ~ Yi J ( u + %) %} 

1 ABC 

- .. H 


(u - K)(u + %)(u - %) (u-%) (u + %) (u-%) 




1 = A(u + %)(u - - B(u - J/^)(u - 

u = j^=>l = A(2)(-l)=> A = -J^ 
u=-%=>l = B(-2)(-3)=>B = ^£ 
u = X => 1= C(l)(3) => C = % 




Ir du Ir du Ir du 


2 J (u~y 2 ) 6J( u + 3/) ■ 
^ír¡ (u-y^+hrjiu + y^^ 


3 (u- y.) 


1 (u + 3 /)( u - 3/) 2 

1/ íi / 


= — ír¡ 
6 


(u-K) 3 


I /2' 

_ r sen xdx 

7 . 50 .- — 

J cosx(l + cos x) 

Solución. - 


1, (e x + 2)(e* -l) 2 

+ c = -trj — 

6 (e*) 3 


1, (e x + 2)(e* -l) 2 

+ c = -^~ ^ - 


C sen xdx 

-sen xdx 

r du - 

• Adu 

r(Bu + C)du 

cosx(l + cos 2 x) * 

cosx(l + cos 2 x) * 

ü (1 + u 2 ) * 

u J 

(1+n 2 ) 


Sea: u = eos x, du = - sen xdx 
1 A ( Bu + C ) 1 


■ = — + - 


1= A(l + u 2 ) + (Bu + C)u 


u (1 + u 2 ) u (1 + u 2 ) 

1= A+ Au 2 + Bu 2 + Cu =>1 = (A+B)u 2 + Cu + A 
Igualando Coeficientes se tiene: 

A+ B = 0 => B = -A => B = -(1) => B = -1 
:.<C = 0, 

A = 1 


du r udu 


W - ÍT + f 


u J 1+ir 


■ = -zn\u\ 


i + u 2 +c = -trj cosx + lr¡ ^/l + (cosx) 2 +c 
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= ti) 


+ (eos x) 2 


cosx 


+ c 


7-51-1 

s 

I 


( 2 + rg 2 0)sec 2 OáO 


1 + rg i 9 

Solución.- 

■ (2 + rg 2 0)sec 2 OdO _ r(2 + u 2 )du 
1+ rg 3 6 “■> (1 + u 3 ) 

Sea: u = zgO, du = -sec 2 6d6 
(2 + u 2 )du r Adu r Bu + C 


(2 + u 2 )du 
(l + u)(u 2 -u+1) 


(*) 


I 


r /i uu r nu i ~ , 

+ — , luego: 

(l+u J ) (1 + u ) (u 2 — u + 1) 


(2 + u 2 ) 


A Bu + C 

- + - 


(1 + u 3 ) (1+u) (u 2 -u+l) 

(2 + u ) — Au — Au + A+ Bu +Bu + C + Cu 
(2 + u 2 ) = (A+ B)u 2 +(-A+ B + C)u + A+ C 
Igualando Coeficientes se tiene: 


(2 + u 2 ) = A(u 2 -u+l) + (Bu + C)(l+u) 


f A+B = l' 

-A+B +C=0 
v A + C = 2y 


A = 1,B = 0,C = 1 


. . r du r du r du r 

(*) = + -= = + 

J 1 -l-n J -U+1 1+U ■* 

1 


du 




(u- 


l l 1 U 

= £ 77 11 + u| + 7 are rg 


S/ 


'2 

2 


„ i, i 2 2u -1 

^ f+ c = < „|l +u | + wa rcr 9 - 7r + c 


. i -1 (2rgé>-l) 

= ^ 7 |l+rg 6 > | + -^=arcrg -^= + c 

(5x 3 + 2 )dx 




x 3 -5x 2 +4x 

Solución. - 


(5x 3 + 2)dx 


f Ipx 

J v 3 - 


(5x 3 + 2)dx r Adx 


r /\ax r Bdx r uax , . 

+ + (*) 

J v J ív-n J <Y-d\ 


Cdx 


x 3 -5x 3 +4x 
(5x 3 + 2) 


x(x-l)(x-4) 


(x-1) J (x-4) 


A B C 

■ = — + + , Luego: 


x(x-l)(x-4) x (x-1) (x-4) 

(5x 3 + 2) = A(x - l)(x - 4) + Bx(x - 4) + Cx(x -1) 

Igualando Coeficientes se tiene: 


185 



x = O => 2 = 4 A => A = ^ 

< x=1^7 = -3 B^B = ~y 3 
x = 4 => 322 = 12C => C = 16 j^ 


1 r dx 7 r dx 161 r dx 1 . I, 7 , , 161 , , 

(*)=-} -J 7 + — J 7 = -^ x X — 4 +c 

2 J x 3 J x — 1 6 J x-4 2 3 6 


= ^ ir¡ |x| - ^ ír¡ |x -l| + ir/ |x - 4| + c = ^ ir¡ 


x 3 (x-4) 1 


(x— 1) 


14 


+ C 


7.53.- f , XdX , 

J (x 3 +l)(x 3 +8) 

Solución. - 

r x 5 dx _ f x 5 dx 

■* (x 3 + l)(x 3 + 8) J (x + l)(x 2 - x + l)(x + 2)(x 2 - 2x + 4) 

r Adx r Bdx r(Cx + D)dx r (Ex + F)dx . 

= + + ^ — + — ; — (*) , luego: 

J (x + 1) J (x + 2) J (x 2 -x + l) j (x 2 -2x + 4) 

x 5 A B Cx + D Ex + F . 

r = + + — r + r , lUegO! 

(x 3 +l)(x 3 +8) (x + 1) (x + 2) (x 2 -x + l) (x 2 -2x + 4) 

x 5 = A(x + 2)(x 2 - x + l)(x 2 - 2x + 4) + B(x + l)(x 2 - x + l)(x 2 - 2x + 4) 

=> +(Cx + D)(x + l)(x + 2)(x 2 - 2x + 4) + (Ex + F)(x + l)(x + l)(x 2 -x + 1) 

x 5 = A(x 5 + 8x 2 - x 4 - 8x + x 3 + 8) + B(x 5 - 2x 4 + 4x 3 + x 2 - 2x + 4) 


=> +(Cx + D)(x 4 + 8x + x 3 + 8) + (Ex + F)(x 4 + 2x 3 + x + 2) 

x 5 =(A+B + C + E)x 5 +(-A-2B + C + D + 2E + F)x 4 + (A+4B + D + 2F)x 3 

=> +(8A+ B + 8C + E)x 2 + (-8A- 2B + 8C + 8D + 2E + F)x + (8A+ 4B + 8D + 2F) 

Igualando coeficientes se tiene: 

2 A +B+C + E =1 ' 

-A -2B + C + D +2E+ F = 0 
A +4B + D + 2F = 0 

8 A + B +8C + E =0 

8 A -2B +8C + 8D +2E + F = 0 

v 8 A +4B + 8D + 2F = 0 y 


■ A~ -i/ B - 8/ C--2/ n - 1/ £-16/ F - -16/ 

' /21’ /21’ 721’ /21’ /2V 721 


(*) = 


1 r dx 8 r dx Ir (2x-l)dx 16 r (x - 

v + 1 71JÍY + 7) ?1 J rv 2 - y-l-l'í llJfy 2 - 


(x-l)dx 


21 J x + 1 21 J (x + 2) 21 J (x - x + 1) 21 J (x -2x + 4) 
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1 o 1 o 

= -— ^ 7 |x + l| +— ^^|x + 2|-— £^|x 2 -x + l|-— f^jx 2 -2x + 4| + c 

1 „ [( x + 2)(x 2 - 2x + 4)] 8 

= — ir) k 4_ +c 

21 (x + l)(x 2 -x + l) 
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CAPITULO 8 


INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES D SENO Y COSENO 

Existen funciones racionales que conllevan formas trigonométricas, reducibles por 
si a: seno y coseno. Lo conveniente en tales casos es usar las siguientes 

x 2 dz 

sustituciones: z = rg-, de donde: x = 2arc rgz y dx = - — Es fácil llegar a verificar 

2 ^ -j^ ^2 

que de lo anterior se consigue: senx = - y cosx = 


1+z" 


1 +z ¿ 


EJERCICIOS DESARROLLADOS 


8.1.-Encontrar: J 


dx 


2-cosx 


1 


Solución.- La función racional con expresión trigonométrica es: 

2 - eos x 

solución se hace sencilla, usando sustituciones recomendadas, este es: 


, y su 


X 

2 are rgz , dx 

2dz 

1-z 2 

z = zg-,x = 

= 7 , cosx = 

1+z 2 

"l+z 2 " 


2 dz 

2 dz 


C dx 

f 1 + z 2 

f 

r 2dz r 

' 2-cosx • 

2 I-* 2 • 

' 2 + 2z-l+z 2 

3z 2 +1~J 


1+z 2 

>Kz^ 



2 dz 




dz 


z ¿ + ( y \ 

z \ /r¡) 


l/V 3 


=-V¡3 are rgV3z + c, recordando que: z = rg-, se tiene: 


= — V3arcrgV3rg — + c 
3 2 

dx 


Respuesta: J 

8.2.-Encontrar: f- 

J 2-senx 

Solución.- Forma racional: 


= — are rg V¡3rg — + c 
2-cosx 3 2 


dx 


1 


2-senx 


x 2 dz 2 z 

sustituciones: z = rg — , x = 2 are rgz , dx = , senx = - 

2 1+z 1+z 


f dx -1 

2 dz 

r i+z 2 _i 

2 dz 

r -i 

r /dz _ | 

C dz 

' 2-senx * 

' 2z J 

2 + 2z 2 -2z J 

'/(l+z 2 -z) J 

' (z 2 -z + l) 


1+z- 


>Kz^ 
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2 


Ahora bien: z 2 -z + l = (z 2 -z + j/£) + l- V^ = (z- j?/) 2 + ^4 = (z- j/^) 2 +C^/^) 

2z-l 

J ~ 1 7 - ^ ^ / 


r ux 1 /? z / 

•'• = _ . arcrg 7 ~ +c = — ^arcrg p , +c 

r 7 _ lA 2 j- í"n/3/ 'i 2 \¡3/ \¡3 / y¡3 V 3 / 


r 7 _ Vr+i'V' 3 / V v-v v-v vj x 

^ /2 7 ^ /2 7 /2 /2 

= -j=arc rg 2 ^ 1 + c .recordando que: z = rg^, se tiene: 

2V3 2rg^-l 

= are rg — + c 

3 y V3 

_ * r dx 2 x/3 2 rg^-l 

Respuesta: = arcrg ^ — + c 

J 2-senx 3 y¡3 


8.3.-Encontrar: í — — — 

J 4-5cos6 > 

Solución.- Forma racional: 


4 - 5 COS 0 

. 0 . 2 dz 1-z 2 

sustituciones: z = rg — ,x = laxcrgz , dx = , cosx = 

2 1 + z~ 1+z 


■■Iir 


4-5cosí? 


1+z 

4 - 5 Í- 


>Kz^ 


dz X 1 


1-z 2 j J 4 + 4z 2 - 5 + 5z 2 •* 9z 2 -1 J 9(z 2 - l. g ) 

1 + z 2 y yA^z? 

1 \z- 1 l’3 7 _1 I 


i. 3z-l 
+ c = -in + c 

n * n -i 


9 J z 2 -()/) 2 9 /()/)' z + )/ 3 1 3z + 1 1 

q 1 3 rg%-l 

Recordando que: z = rg — , se tiene: =-¿rj 2+7 — +c 

2 3 3rg+2+l 


Respuesta: J - — | 
8.4.-Encontrar: J 


do 1 / 3r g/2~ 1 

4-5cos^~3 77 3rg% + l 


8.4.-Encontrar: f — 

J 3cos6 > + 4sen6 > 

Solución.- usando las sustituciones recomendadas: 


3cos6 > + 4sen6 > J 1-z 2 

^ ñ 


2 dz 

2 dz 

1+z 2 

_ r y^ 

A / 2z ^ 

' 3-3z 2 +8z 

r +4 r 

J ^ 1+z ) 

y^Azf 
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2 dz 


dz 


-3 (z 


2 _ 8 / 


- 1 ) 3 J z 2 -%z-l 


, pero: 


_ 8 / 


z"-%z-l = (z 


- (v 2 _ 8 / 


+ 1 %)- 1 - 1 % = ( z -tó 2 -(%) 2 . Iue 9 ° : 


7 í 


dz 


, _ — , sea: w = z-%,dw = dz] de donde: 

3 J( z - 4 /) 2 -( 5/ ) 2 / 3 ’ 


2 1 


3 2 (%) 


tr¡ 


7 _ 4/ _ 5/ 
/3 73 

£- 

T — 1 | LD 

1 

II 

O 

+ 

3z-9 

z — 47 + 3/ 

3z + 1 

73 /3 




+ c , como: z = rg ^ 4 , , se tiene: 


= — tr¡ 
5 


3rg^,-9 


3 rg ^7 + 1 


+ c 


Respuesta: J 


ü£ 

3 cosí? + 4 sení? 5 


3rg^/-9 


3rg77 +1 


+ c 


8.5.-Encontrar: J 


dí? 


3 + 2 eos 0 + 2 s e n 9 

Solución.- usando las sustituciones recomendadas: 

2 dz 

f _f 1 +z 2 _f 


2 dz 
1 +z 2 


3 + 2 eos í? + 2 s e n 0 

2 dz 


3 + 2 


>Kz^ 


^ 1 -z 2 ^ 
1 + z 2 


2 dz 


2 


+ 2 


2 z 

1 +z 2 


2 - 2 z" 


4 z 


2 dz 


J 3 + 3z + 2-2z +4z j z 2 +4z + 5 j (z + 2) 2 +1 
>Kz^ 

Como: z = rg ^ , se tiene: = 2 arcrg(rg ^ + 2 ) + c 


3-1 2 ^ ' 

1 +z" 1 + z 


= 2 are rg(z + 2 ) + c 


Respuesta: J 


dO 


8.6.-Encontrar: J 


3 + 2 cosí? + 2 sení? 
dx 


= 2 are rg(rg ^ 4 , + 2 ) + c 


rgO-senO 

Solución.- Antes de hacer las sustituciones recomendadas, se buscará la 
equivalencia correspondiente a rgd 

2 z 

X gQ = sen ^ = = 2z , procédase ahora como antes: 

cosí? 1 -z 1 — z" 


>Kz^ 
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f dx 

2 dz 

r i+z 2 _i 

2 dz 

[ >^2^ _ 1 

r 2(1- z 2 )dz 

' rgd-send * 

1 2z 2z J 

l-z 2+ l+z 2 

1 2z(1+z 2 )-2z(1-z 2 ) J 

' X + 2 z 3 /X + 2z 3 

(1-z 2 )£^X 


(2-2 z 2 )dz _ 1 
4 z 3 ~~ 2 




1 cdz 1 1 | - 
2 J z 4z 2 2 11 


1 /I 

Como: z = rg%, se tiene: = --(corg 2 


rg 


d/ 


Respuesta: J 


dx 


8.7.-Encontrar: J 


rgd-send 4 
dx 


1 2 Ñ /\ 1 „ 

= --(corg %)— -¿7 






+ c 


+ c 


2+senx 

Solución.- usando las sustituciones recomendadas: 

2dz 


dx 


2dz 

1+z 2 


>Kz^ 


J z' +z + l J | 


2+senx 


2 + 


2z 

1+z 2 


dz 


2 + 2z ¿ +2z Jr+z + 1 J (z = +z+ 1/) + 3/ 


>Kz^ 


fe 


2 dz 


1 


( z + /S) 


2 ' 2 2z+l 


(z+y 2 ) 2 +c¡/f 'fe/ 


rarcrg — ' t + c = — ¡=arcrg _ 

S/ S V 3 


+ c 


Como: z = rg x / 2 , se tiene: = —j=arcrg 


2rg/ 2 +l 


+ c 


dx 


2 2rg%+l 

are rg ++ — + c 




Respuesta: í - _ 

J 2+senx V3 

_ _ _ . r eos xdx 

8.8.-Encontrar: 

J 1+cosx 

Solución. -usando las sustituciones recomendadas: 


r eos xdx _ (• \ 

J 1 _i_ rnc v J 


íl-z 2 ^ 

2 2dz 3 

Í 1_Z2 1 

í 2dz " 

v !+z 2 y 

v l+z“ y _ 

fl 1 + z 2 J 

v >kX , 


>Kz^ J _ r X(l“ z2 )^ z _ f (l- z2 )d z 


1 + cosx 


1 + 


1-z 2 


J 


(-z 2 +l)dz 
(z 2 +l) 


íyí? + 

1+Z ' 

2 \ r . „ r dz 


J 


-f- 

(1+z 2 )/ J (1+z 2 ) 


: í -1+— — dz = fdz + 2Í n Z =-z + 2arcrgz + c 
z 2 +lj J J z 2 +1 

_ V / X „ . X N 

Como: z = rg y 2 , se tiene: = -rg — + 2 are rg(rg — ) + c 

j 

Respuesta: J 


eos xdx x 

= -r g — + x + c 

1 + cosx 2 
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8.9.-Encontrar: J 


dx 


1+senx + cosx 

Solución.- usando las sustituciones recomendadas: 

2 dz 

r dx 


1 + senx + cosx 

2 dz 


í- 


1+z 2 


1 + 


2 z 

1 + z 2 


^ ri-z 2 

+ 


i 


2 dz 


1 -\-2z-\-\^¿^ 


1+z 2 


= f 

J 2z + 2 

Respuesta: J 


Í C/Z II / / 

= ít] z+l+c, como: z = rg x Á , se tiene: = tij rg x Á + 1 

z+1 /z /z 

dx 


+ c 


8.10.-Encontrar: J 


1 + senx + cosx 
dx 


= ir¡ rgy 2 +1 


+ c 


cosx + 2senx + 3 

Solución.- usando las sustituciones recomendadas: 

2 dz 

r dx 


cosx + 2senx + 3 

dz 


fe 


1+z" 


.2 \ 


1+z 2 




+ 


4z 


1+z 2 


+ 3 


k 


2 dz 


2 dz 


I 


I; 


dz 


■ z + 4z + 3 + 3z 


- = are rg(z +l) + c , como: z = rg^/ 2 


2z" + 2z + 2 


z + 2z + 2 J (z + 1) 2 + 

Se tiene: = are rg(rg y^ + l) + c 


Respuesta: J 


dx 


8.11.-Encontrar: J 


cosx + 2senx + 3 
sen xdx 


= are rg(rg y 2 + 1) + c 


1 + sen" x 


Solución.- usando las sustituciones recomendadas: 


• sen xdx 
1+sen 2 x 


2z 

1+z 2 


2 dz 
1+z 2 


4zdz 

(1+z 2 ) 2 


4zdz 


4zdz 


1 + 


2z 

1 + z 2 


1+ 


4z 2 


(1+z 2 ) 2 +4z 


1+2z 2 + z 4 + 4z 2 


2n2 


(1+z 2 ) 


C 4zdz 

4zdz 

4zdz 

z 4 + 6z 2 +1~J 

(z 4 + 6z 2 +9)-8~J 

(z 2 +3) 2 - (fe) 2 


Sea: w = z 2 +3,dw = 2 zdz 


2 Í 


dw 


w 


-(fe ) 2 /fe 


tr¡ 


w 


-fe 


w + 


fe 


, fe, 

+ c = — ir¡ 
8 


w 


-fe 


w + 


fe 


fe 

Como: z = Tgy 2 , se tiene: = — ir¡ 


z 2 + 


3-fe 


z 2 + 


3 + fe 


fe 

4 


fe 

8 

fe/ 1 

z 2 +3-fe 

z 2 +3 + fe 
/+3-2fe 

rg 2 /2 +3 + 2fe 


+ c 


+ c 
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_ , r sen xdx V2 „ 

Respuesta: I — = — tg 


8.12.-Encontrar: J 


l + sen~x 4 

dd 


rg- 


+ 


3-2V2 


rg 2x / ) + 3 + 2V2 


+ c 


5 + 4COS0 

Solución. -usando las sustituciones recomendadas: 


2 dz 


r dx _i 

r 1 +z 2 

■=J 

r 2dz - 1 

r 2dz -2I 

C dz 

J 5 + 4cosí? ^ 

1 

5+4 

í 1_z2 l 

5 + 5z 2 +4-4z 2 J 

1 z 2 +9 J 

' z 2 +3 2 

U+z 2 J 


9 


rg 1 


= —arcrg — + c , como: z = rg — , se tiene: = — are rg 


■ + c 


Respuesta: J 


de 


8.14.-Encontrar: J 


5 + 4COS0 3 
dx 


2 r g% 

= — are rg — — + c 


senx + cosx 

Solución.- usando las sustituciones recomendadas: 

2 dz 


dx 


1+z 2 


senx + cosx 


2z 

1+z 2 


+ 


1-z 2 

1+z 2 


J 


2 dz 


2z + l-z 


> 2 Jt I-* 


dz 


(-z“ + 2z +1) 


- 2 Í 


dz 


■ 2 J; 


dz 


2 


(z 2 — 2z + l)-2 J (z-1) 2 -(V2) 

Z-1-V2 


ríg 


IZ- 1 +V 2 

Respuesta: J 


+ c , como: z = rg^, se tiene: = ~yyig 


z -1- 


Z-1+V2 


rg 


+ c 


1 - 1 - V 2 


rg- 


'-I+V 2 


+ c 


dx V2 

= tg 

senx + cosx 2 


rg -I-V 2 


rg' 


-1+V2 


+ c 


8.14.-Encontrar: J 


sec xdx 


secx + 2rgx-l 

Solución.- usando las sustituciones recomendadas: 


2 dz 


C sec xdx 1 

UA 

1 COSX _ I 

r dx -1 

r 1 +z 2 

’ secx + 2rgx-l * 

! 1 2senx . J 

+ 1 

COSX COSX 

' l+2senx-cosx ^ 

i 

1 + 

f 4 z > 

^1+Z 2 y 


fl-z 2 ^ 

V 1+Z¿ y 
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f >Kz^ _ i 

r 2dz _ | 

r _i 

f dz 

^ / + z 2 +4z + z 2 ^ 

2z 2 +4z J 

'/(z 2 + 2z) ' 

z(z + 2) 


>Kz^ 

Ahora bien: — - — = — + de donde: 

z(z + 2) z z + 2 

1_ = A(z-^2) + B(z) _^ 1= A ( z + 2 ) + g(z) de donde: A = = 

z^í) zj>^í /2 / 2 

(*) f & = f/2^r/2^ = -[ — _If_^_ = I^|z|--^|z + 2| + c 

J z(z + 2) J z J z + 2 2 J z 2 J z + 2 2 11 2 1 1 


1 „ z 


= — trj +c , como: z = rg ■%, , se tiene: = —¿77 

2 z +2 /2 ? 


1 , rg- 


2 Tgy 2 + 2 


Respuesta: í 

J secx + 

8.15.-Encontrar: í- 

J 1 


sec xdx 1 „ T 9 X A 

= — ÍTJ 

secx + 2rgx-l 2 rg% + 2 


J 1-cosx + senx 

Solución.- usando las sustituciones recomendadas: 

2dz 


f ax _f 1 +z z = r , 

•* 1-cosx + senx (l-z 2 \ f 2z \ -*/ + z 2 ; 

~{iA7) + {iA7) j 

= l M _ r — dz — ( ^ } 

■* %{z" + z) ■* z(z+l) 

Ahora bien: — - — = — + — — , de donde se tiene: 

z(z + l) z z+1 


r >Kz^ r 2 dz 

2z 'j ■* / + z 2 ^í + z 2 + 2z -*2 z 2 + 2z 

+ z 2 J >Kz^ 


— j__ = A(z + 1 ) + B(z) _ >1 = y^ z+ ^ + g^ z ^ ,-je donde: A = 1,B = -1, luego: 
zj>fl) zj^rf) 

[ — — — = f — - f-^- = £77 Izl — ó 77 1 z 1 | + c = tr¡ — — + c , como: z = rg x / ) , 

J z(z + l) J z J z+1 z+1 /z 


Se tiene: = lr¡ 


rg x / 2 + 1 


_ r dx „ / 2 

Respuesta: = <? r¡ yA- 

J 1-cosx + senx rg^+1 

8.16.-Encontrar: í — 

J 8-4senx + 7cosx 
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Solución.- usando las sustituciones recomendadas: 


| ! 

J 8 - 4 sen 




™ = f í + z ¿ = f 

x + 7 cosx g í 8 z fl-zM ^ 8 + 8 z 1 2 - 8 z + 7 - 7 z" 


1+z 2 ) i 1+ z 2 J >Kz^ 


r 2 dz r 2 dz . . 

= = (*) 

J z 2 -8z+15 j (z-3)(z-5) 

Ahora bien: = — — — + — - — , de donde se tiene: 

(z — 3)(z — 5) (z-3) (z-5) 

=> 2 = A(z-5) + B(z-3) , de donde: A = -1,B =1 , luego: 

1?? r\ = ~ J ~~o + J = -P- r l\ z -'3\ + (,rj\z-5\ + c = ir/ — ^ +c, 

J (z-3)(z-5) J z-3 J z-5 z-3 


como: z = 


\z = rg/, se tiene: = ír¡ 


Respuesta: í 

J 8 - 4 sen 


rg % - 5 

— +c 

T Q%~ 3 

rg*/,- 5 

- = tr¡ — + c 


x + 7 cosx r g/ 2 ~ 3 


EJERCICIOS PROPUESTOS 


8.17, f dx 

J 1 + cosx 

_ __ r cosxdx 

8.20.- 

J 2-cosx 

8.23.- Jsecxdx 


_ . _ r dx 

8.18.- 

J 1 -cosx 

8 . 21 .- [ — 

J 5 - 4 cosí? 

8.24.- f COS0d6> 

J 5 + 4 cosí? 


_ „ _ rsenxdx 

8.19.- 

J 1 + cosx 

_ r senOdO 

8 . 22 .- 

J rnc z — me / 


8.25.- J 


eos 2 0 - eos 0-2 
dd 

cosO + corgO 


RESPUESTAS 


8.17.- 1. 


J 1 +COSX 

Solución. - 


f 1 + z 2 

J fl _,2 


1 + cosx J [ 1 — Z 

1 + 


■> 1 +z + l-z" ■* 
>Kz^ 


= z + c = rg^ + c 


8.18.- f — 

J l-< 
Solución. - 


195 



I — — — = f- 

J 1-cosx J 


2 dz 
1+z 2 


f í -z 2 
1+z 2 


I 


2 dz 
>Kz^ 


í 


%dz 


Í + z 2 yí-z 2 J /z 2 
>Kz^ 


= — + c = -corg% + c 


8.19.- j 


sen xdx 


1 + cosx 

Solución. - 


r s e n xdx _ r 

J 1 4- rnc v J 


2z 

1+z 2 


2V 


2 dz 
1+z 2 


1 + cosx 


1+ 


^-z 2 ^ 
V 1+z ‘ y 


I- 


4 zdz 

íi 


1 


4 zdz 


í 


2 zdz 


l+/ + l^ J 2(l+z 2 ) J (1+z 2 ) 
>Kz^ 


= £gl+z +c = £gl + rg * 4 , 


+ c 


8.20.- 1 


eos xdx 


2-cosx 

Solución. - 


r eos xdx . . „ 

j— — =n-i+ 


2-cosx 


dx = - í dx + 2 í — — — = - í dx + 2 í 

J J 9 — m? v « « 


2-cosx y 
2 dz 


2dz 

1+z 2 


2-cosx 


^1-z 2 ^ 


2 - 


1 + z 2 


- J dx + 2 J 2 =-fd Jf +2f-^- = -fdx+-f 

J J 2 + 2z -1+z J J t. 7 2 -i-l J 


dz 


3 z +1 






dz 


= -x + 4 / 


= -x + - 


3 J z 2 +( 
4V3 


3 1 


1 z 

are rg , + c = -x + 


3 J (z 2 +K) 


3 ; 
4^3 


-arcr 


gS. 


z + c 


V3 


V3 


are Tg{Srg x / 2 ) 


+ c 


d0 


8.21.- f — 

J 5 - 4 cosí? 

Solución. - 


í d6> - 1 

r 

( 2 dz ' 

ll+ z “ j 

__ 1 

2 dz 

r | 

r 2dz _ 2 1 

C dz 

' 5 - 4 cos 6 > * 

1 

c 

4 i- 2 r J 

5 + 5 z 2 -4 + 4 z 2 J 

' 9z 2 +1~ 9J 

(z 2 +1) 


1+z 2 


>Kz^ 




dz 


= ^^7 are rg -^7 + c = ^arc rg 3 z + c = ^arc rg( 3 rg + c 


9 J z 2 +(l/) 2 9 
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8.22- í- 


sen OdO 


eos 2 6 -eos 6 -2 

Solución. - 

r sen OdO r 


2 z 
1 + z 2 


V 




2 dz 
1+z 2 


eos 6 > -cos6 > -2 


1 — z 
1+z 2 


2 A 


1-z 
1+ z 


2 A 


Í7T- 


4zdz 

(X^f 


(1-z 2 ) 2 -(l-z 2 )(l+z 2 )-2(l+z 2 ) 


2\2 


,_4z*_ = _lr 
J -6z 2 -? .V 


2zdz 1 


-2 

y 

2 - 1 / 


i 


+ c = — trj 
3 




2 x/_ 1/ 


+ c 


8.23.- Jsecxdx 
Solución. - 


f sec xdx = f— = f >!21 = f ZÜZ - f 

J Jrn,v J 1-z 2 J n - 7 2 1 J 


2 dz 


2dz 


2dz 


cosx 


Ahora bien: 

2 dz 


l-z ¿ 

jUKz 2 " 

2 A 


(1 — z z ) J (l+z)(l-z) 


B 


(*) 


+ , de donde: A = 1,B = 1, luego: 

(l+z)(l-z) 1+z 1-z 


o|- 


Í-+ f -^^Il+z|-f7|l-z| + c- f^ 

J 1+z J 1-z 

1+rg A 


dz 


(l+z)(l-z) 

Como: z = rg Se tiene: = tr¡ 
eos étáí? 


1+z 


1-z 


+ c 


1 -rg x / 


+ c 


8.2 4 -J- 


5 + 4cos0 

Solución. - 


1-z 


2 


2dz 


2(1- z 2 )dz 


r d 0 r 

^l+z 2 ^ 

WJ , 

r (i+z 2 / _i 

r (2-2 z 2 )dz 

' 5 + 4cos# 

/ 

5 + 4 

V 

'l-z 2 ] 

l+z 2 y 

“J 

1 (5 + 5z 2 +4-4z 2 ) ' 

' (1+z 2 )(9 + z 2 ) 


Ahora bien: 

luego: 

r (2-2z 2 ) 


2-2z 2 


(z“ +l)(z +9) z" + 1 z“+9 


Az + B Cz + D . . . i / 

+ — , de donde: A = 0,B=%,C = 0,D = 


1 r dz 


f az o (• 


dz 


1 


(z ¿ +1)^+9) 2 J z +1 2 J z +9 2 

1 


= — are rqz + — are rq — + c 
2 3 


/o/ 5 0 5 r T 9^/ 2, 

2 /2 6 3 4 6 yV 3 


8.25.- 1 


d6 


eos 0 + co rq# 



Solución. - 


dd 


2 dz 
1+z 2 


2 dz 


cosO + corgd J 
r 4zdz 


1-z 2 

1+z 2 


+ 


^1-z 2 

2z 


I 


jn+í 


2z(1-z 2 ) + (1-z 2 )(1+z 2 ) 

( 


4zdz 


J 2z(1-z 2 ) + (1-z 2 )(1+z 2 ) j 

.... 4z A 

Ahora bien: 


(l-z 2 )(z 2 + 2z+l) 
B C 


J 


4zdz 


- + - 


- + - 


- + - 


(l+z 3 )(l-z) 

D 


(*) 


(l+z J )(l-z) 1+z (1+z)" (l+z) á (1-z) 

De donde: A= V^,B = 1,C = -2,D = luego: 


«J 


4z 


1 r dz r dz ^ f dz 1 f dz 
2Jl+z + J(l+z) 2 J (1+z) 3 + 2* 1-z 


(1 + z )(l-z) 2 J l+z J (1+z) 


=¿í,|i+. 


1 


- + - 


1 


1 

= -ín 

2 


1+z 


1-z 


+ 


1 + z (1+z) 2 
-(l+z) + l 

a+z) 


-—£rj\l-z\ + c-—£rj 


1+z 


1-z 


- + - 


1 


, +c = — ír¡ 
2 2 


1+z 


1-z 


(1+z)' 


- + c = — ír¡ 


1+z (1+z) 2 

|l +rg e / 


1 ~rg 9 / 



CAPITULO 9 


INTEGRACION DE FUNCONES IRRACIONALES 

En el caso de que el integrando contiene potencias faccionarias de la variable de 
integración, estas se simplifican usando una sustitución del tipo: 

x = t n ,y[x = t , siendo “n “el m.c.m de los denominadores de los exponentes. 


EJERCICIOS DESARROLLADOS 

■ yfxdx 


1+ X 


9.1.-Encontrar: J 

Solución.- La única expresión “irracional” es Vx , por lo tanto: 

Vx = t => x = t z , dx = 2tdt , luego: 

rtpt*) rjVt. 'í r A _ 2 f^L = 2t _ 2arcr9t + c 

J l +x J 14 -t 2 Jl-U/- 2 J\ 1-4 -t 2 J Jf 2 4-1 y 


1+r 




1+r 


r +1 


Dado que: r = Vx , se tiene: = 2 Vx - 2 are rg Vx + c 


Respuesta: J 


Vxdx 
l + x 

9.2.-Encontrar: í— ¡_ _ 

J V^(i+V^) 

Solución.- Análogamente al caso anterior: Vx = r => x = r 2 ,dx = 2tdt , luego: 


= 2>/x -2arcrgVx + c 
dx 


I 


dx 


f^WVr 2í "l ,+1 l +c 


Vx(l + Vx) J /(l + 0 Jl+Í 


Dado que: r = Vx , se tiene: = 2 ír¡ 
dx 


Respuesta: J 


Vx(l + Vx) 

dx 


= 2 íjj 


Vx +1 
Vx+l| 


+ c 


+ c 


9.3.-Encontrar: í . 

J 3 + Vx + 2 

Solución.- La expresión “irracional” es ahora Vx + 2 , por lo tanto: 

Vx + 2 = r => x = t 2 - 2, dx = 2tdt , luego: 

I 


dx 


J-^^ = 2j 1 — dr = 2jdr-6j-^- = 2t-6^|r + 3| + c 


dt 


r + 3 


t + 3 


3+ Vx+2 J 3+r 
Dado que:r = Vx + 2 , se tiene: = 2Vx + 2 - 6^|Vx + 2 + 3 


+ c 


Respuesta: J 


dx 


3 + Vx + 2 


= 2 Vx + 2 -6^7 Vx + 2 +3 


+ c 
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dx 


_ . _ . r 1- V3x + 2 

9.4.-Encontrar: , 

J l+V3x + 2 

Solución.- La expresión “irracional” es ahora y¡3x + 2 , por lo tanto: 

V 3x + 2 = t => 3x = t 2 - 2, dx = fytdt , luego: 


I 


1- V 3 X + 2 (• 1 — t 9/ , 2 rt-t 2 2 d 

T dx = % tdt = - di = - -t + 2 

l + V3x + 2 J l+t /3 3 J 1 + í 3 J i 


f + 1 


dt 


2 

3' 


fldt + -fdt-íf— = -±t ! +-t--<)7|t + l|+c 


3 J f + 1 


Dado que: f = V 3x + 2 , se tiene: 

= - ^ (3x + 2) + - V3x + 2 - - trj I V3x + 2 + 1| 


3 3 

2 4 


+ c 


= -x- 


Respuesta: J 


4 

3 3 3 

l-V3x + 2 


— + — V3x + 2 - — ir) V3x + 2 +1 + c = -x- — + — í^3x + 2 -irj ^3x + 2 +l) + c 
3 3 3 3 3 V / 


l + V3x + 2 


dx = -x-^ + ^|V3x + 2 -írj %/3x + 2 +1 j + c 


9.5.- Encontrar 


Vi + Vxdx 


Solución.- La expresión “irracional” es ahora Vx , por lo tanto: 

Vx = í=> x = t 2 ,dx = 2tdt , luego: |(Vl+Vx)dx = JVl+f2tdt, como apareció la 
expresión: Vl+f ; se procede análogamente: w = Vl+ f => f = w 2 -1, dt = 2wdw , esto 

es: Vi + f 2fdf = J w2(w 2 -l)2wdw = 4j (w 4 - w 2 )dw = 

_ . r 4(l + t) % 4(1 +t/ 

Dado que: w = vl+ f , se tiene: = — — 


4 w 5 4w 3 


- + c 


- + c 


Respuesta 




■ + c 


9.6.-Encontrar: J 


dx 


VxTI+VxTi 

Solución.- Previamente se tiene que el m.c.m. de los índices de Las raíces es: 4, 
por lo cual:x + l = t 4 ,dx = 4t 3 dt, de donde: 


í 


dx 


JÍ^ 4 Í + + 


r +t 


Vx+i + Vx+í j í 2 +í 

: 2t 2 -4t + 4£rj\t + l\ + c , dado que: t = yjx + l 


dt 
t + 1 


Se tiene: = 2(x+l) K -4(x+l) /2 +4^ (x + l) /2 +l 


X 


Vi. 


+ c 


Respuesta: J 


dx 


Vx+l + ^/x + 1 


= 2(x + V/ 2 - 4(x + 1) /2 + 4£ r¡ (x + 1) /2 + 1 


X. 


+ c 


200 



9.7.-Encontrar: \—=J^—= 

Solución.- Previamente se tiene que el m.c.m. de los índices de Las raíces es: 6, 
por lo cual:x = í 6 => t = yfx, dx = 6t 5 dt , de donde: 


•* Jx + yfx •’t +í ■’t+l 
= 2í 3 -3r 2 +6r-6í/7|t + l| + c 

Dado que:t = %[x 

Se tiene: = 2 (Vx) 3 -3(>/x) 2 + 6y[x-6(írj V*+l 
dx 


6 t 5 dt 


tdt 


= 6 í 2 -f + 1- 


t + 1 


dt = 6j t 2 dt - 6j tdt + 6j dt - 6j 


dt 
í + 1 


+ c 


Respuesta: J 


4x + y¡X 


9.8. -Encontrar: J 


= 2*Jx~3 a/x + 6y[x~6 ÍTJ yfx +1 
dx 


+ c 


■Jx + l + ^(x + l) 3 

Solución.- Previamente se tiene 
cual: Vx+T = í => x = t 2 -1, dx = 2 tdt , de donde: 


igual 


índice 


por 


lo 


í 


dx 


r 2 tdt e dt 

, = = r- = 2 ^ = 2 are rgt + c 

Vx + l + ^/(x + l) 3 t + t ■’l+r 

Dado que:t = Vx+lj_Se tiene: = 2arcrgVx + l + c 


Respuesta: J 


dx 


\Jx+l + y¡(x+V) : 


= 2arcrgVx + l + c 


9.9.-Encontrar: f h ix 

J ^+l 

Solución.- Previamente se tiene que el m.c.m. de los índices de Las raíces es: 6, 
por lo cual:x = í 6 => t = >/x, dx = 6r 5 dt , de donde: 


\^L^dx= fV^6t 5 df = 6Í 
J ^+l J t 2 +1 J 


t - r - t —dt = 6 i ft 6 — r 4 — í 3 + 1 2 + 1 — 1 — ^ ^ 
t 2 +i H t 2 +i 


m 


6 
— i 

7 


2t-2 

~ 2 


f 7 - — f 5 - — f 4 + 2t 3 + 3í 2 -6í + c 1 -3Í 

5 2 1 J _ , * 

y_^_3 í4 + 2t 3 + 3p _ _ 3 r2t-^ t + 6 r 

' S 9 J í +1 J 


í 2 +l 


= — í 7 t 5 í 4 + 2í 3 + 3r 2 — 6f — 3Ó 77 |r 2 +l| + 6arc rgt + c 
Dado que: t = y[x , se tiene: 

= -^x^fx -^yfx 3 -^yfx 2 + 2^[x +3y[x -6\fx-3£ ij 1+yfx +6 are rg^fx + c 
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Respuesta: 

f ^ — hix = — xVx - — V^~ — x/x^ + 2Vx + 3y[x -6\[x -3 lr¡ 1+ l[x + 6arc rgVx + c 
J Vx +1 7 5 2 

„ „ _ . r Vxdx 

9. 10. -Encontrar: 

J x + 2 

Solución.- La expresión “irracional” es Vx , por lo tanto: 

Vx = f => x = t 2 ,dx = 2tdt , 




t(2tdt) 
t 2 + 2 


2 Í 


t 2 dt 
t 2 + 2 


= 2 1 - 


t 2 + 2 


dt = 2\dt-A\ 


dt 


t 2 + 2 


= 2 t — ^Larc rg —¡= + c . dado que: t = Vx , se tiene: = 2\[x-2\¡2 arcr g 
V2 

Vxdx 


V2 

Respuesta: J 


+ c 


x + 2 


2>/x - 2 V2 are fQ-^2 + c 


9.11.-Encontrar: J 


(Vx + 1 + 2 )dx 


(x + 1) 2 -Vx + 1 

Solución.- Previamente se tiene igual índice 
cual: Vx+1 = í => x = t 2 -1, dx = 2 tdt , de donde: 


por 


r (Vx + l + 2)dx r 

~(x + l) K + 2~ 

dx 

C t + 2 2tdt-2l 

r(t + 2)/dt 

^ (x + 1) 2 - Vx + 1 ^ 

(x + l) 2 -(x + l)^ J 

| f4 _^wt-2 j 

1 /(í 3 - 1) 


2 Í 


(t + 2)dt 


(t— l)(t +t + 1) 
t + 2 A 


(*) , considerando que: 

Bt + C 


- + - 


A = l, B = -1,C = -1 


(t-l)(í 2 +t+l) (t-1) (t 2 +t + l) 

Dado que: t = Vx+1 j_Se tiene: = 2 are rg Vx + 1 + c 


(*) 2 Í 

= 2 Í 
= 2 Í 


(t + 2)dt = 2 f — — — h 2 f - f 1 dt = 2 f — 

(í-l)(t 2 + r+l) J (t-1) J (t +t+l) J (t-l) 


2 Í 


t+1 


dt 


(t-1) 

dt 


. 2 f >2 (2t + 1 ) + /2 d , = 2 f * 
J í+ 2 4 - 1 -t-l'í J 


-í 


(t 2 +t +1) 
(2t+l)dt 


í 


(2t+l)dt 


(t-1) J (t 2 +t+l) J (t 2 +t + l) 


í: 


(t 2 + t + l) 

dt 


dt 


J; 


dt 


(t-1) J (í 2 +t + l) J (t 2 +t + |/)+3/ 
2(?g|t-l|-£g|t 2 +t + l| 


= trj 


(t-1) 2 


(t 2 +t + l) 


—¡= ateza 

V3 V3 


2 2t + l 

— ^arcrg — — + c 

V3 

2t + l 


V3 


- + c 


Dado que: t = Vx+1 , se tiene 


lo 
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Respuesta: J 


(yjx + l + 2)dx 
(x + 1) 2 -yjx + 1 


, (Vx+I-1) 2 2 2y[x + l+l 

ir¡ — . 7= are rg -¡= + c 

(v* + l + x + 2) V3 V3 


EJERCICIOS PROPUESTOS 



RESPUESTAS 

_ r 1+x , 

9 . 12 .- p=dx 

J 1 + Vx 

Solución.- Sea: V* = t => ■* = í 2 , dx = 2 tdt 


í f dx= f 2tdt = 2 í dt = 2Í t 2 -t + 2 dt 

J 1+VV J 1+t J 1+f í + 1/ 

= 2 J t 2 dt - 2 J ídí + 4-J di - 4j — - = — - ^ - + 4f - Ai r¡ |í + 1| + c 


2 Vx 2 


-x+4V* -4^7 Vx +1 +C 


9.13. - í — — ^=dx 

J 1 + sfx 

Solución.- Sea: V* = í => x = t 2 , dx = 2 tdt 

J -^—j=dx = J j — -2 tdt = 2 J Í- f dt = -2 J tdt + 4j dt — 4j = -t 2 + 4t - 4(? 77 |í + 1| + c 

= -x + 4Vx -Air¡ Vx +1 +c 

_ „ . r dx 

9.14. - f = 

J a + b^/x 

Solución.- Sea: V* = í => x = t 2 , dx = 2 tdt 
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2 tdt 


2 Í 


tdt 


= 2 - 


1 a 1 


a + £> Vx ^ a + bt ^ a + bt ^{ b b a + bt 

—t-^-in\a + bt\ + c = —^lx-^-ir/ a + byfx + c 
b b 2 1 1 b b 2 


2 

b- 


2a | 

[• bdt 

b 2 • 

'a + bt 




x + a 


x + a 


dx 


9.15.- j 

Solución.- Sea: V x + a =í=> x = í 2 -a,dx = 2tdt 

\ ^^ dx=\^^ = 2\dt = 2t + c = 2^+a+c 
J x+a J J 


9.16.- 1 


\fxdx 
l + \[x 


Solución.- m.c.m:4 ; Sea: V* =í => x = t 4 ,dx = 4t 2 dt 

yfxd. 


r VXÜX r 


Í^4t di 

1+f 


7 


t 5 df 

1+t 


= 4 r-r + r-t+l-- 


t+1 


\dt 


= 4 


4t 


4t 


1 Yt-ín\t + \ +c = í 4 H 2f 2 +4f-4(?/7 f + 1 

A o ■"> ' I r o ' 


V' 

4x^ 


4x 


- x + — 2x^ + 4x /4 -4 írj 


,x. 


x*+l 


9-17-J 


yfx-yfx 

$fx+l 


dx 


Solución.- m.c.m:6 ; Sea:^x = t=> x = r,dx = 6rdt 


■Jx-\fx 


í V *" V * dx = Í^Vdt = 6Í 

J ^ + 1 J í 2 +1 J 


■ (t 8 -t 6 )dt 
t 2 + 1 


= 6 


f t 7 2t s 2 1 3 


. ~ ~ _ _ 6í 12r , 3 

1 2f + 2arcrqf +c = ' 

7 5 3 


6x /6 12x 7 


+ 4x^ -12x /6 + 12arcrgx /6 +c 




7 


7 


X . 


6j í 6 di - 2 J i 4 dí + 2 J í 2 df - 2 J dt + 2 J 

+ 4t 3 - 12í + 12 are rgt + c 


dt 

1 + í 2 


9.18.- j- 


dx 


dx 


X-2-yJX 

Solución.- Sea: Vx = í => x = t 2 , dx = 2 tdt 


dx 


dx = \ 


2 tdt 


JTfTV-J 


x-2 -yjx 

r 2t — 1 , r 

J í 2 — i — 2 J 


r-2-t 

dt 


2t — l 


(t-Y) 2 - 9 / 
1 72 ; 74 


t-t-2 

í 2 — í — 2| + 


r-í-2 

1 


/ 


M 

Irj 


dt 


■t — 2 


+ c 


t + 
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= ir¡ r -t-2 + — lr¡ 


2t-3 


2t + 3 


+ c = £r¡ 


x-Jx-2 


1 

+ -ig 
3 


2\[x-3 


2y[x + 3 


+ c 


9.19.- 1 


1+x 

l-x 


dx 


Solución.- Notará el lector, que este caso se diferencia de los anteriores, sin 
embargo la técnica que se seguirá, tiene la misma fundamentación y la 
información que se consiga es valiosa. (*) 


Sea' ^ +x - * x - * 2 — -i ■ - - * 2 * 2 . ../i . 


l-x 


= í=> 


l-x 


= r =>l+x = r-tx=>x(l+r) = r-l 


x = 


t 2 -l 

t 2 +l 


, 4tdt 

dx = — Juego: 


í 1 + X dx- 

r t4tdt 

f 4rdí _/|f 

J \ l-x 

' (r + 1) 2 “■ 

'(í 2 +1) 2 J 


t 2 dt 


-(**) , 


haciendo 


uso 


sustituciones trigonométricas convenientes en (**) , y de la figura se tiene: 


de 


Vt 2 + 1 



Se tiene: t = rgO, dt = sec 2 Od 0\ ^t 2 +1 = sec 9 
í2 * r rg 2 9 

'■ )4 >wzr> - 4 >-¿?e ds 

= 4^ sen 2 6d0 = 2^ d0 -2^ eos 2 0d0 = 20-sen2 0 + c = 26 -2sen6cos6 + c 

2 


= 2 are rgt - 2 


\Jt 2 +1 \Jt 2 +1 


1 „ 2í „ 1+x V 

+ c = 2 are rgt- — — 7 + c = 2arcrg 1 


t 2 +l 


'1 + x 


l-x 


l-x 1+ X 
l-x 


+ c 


+1 


_ 1+x ... .1 + x 

= 2 are rg. (l-x) + c 


l-x 


/ l-x 


r yJx + Q 

9.20.- 1 — dx 


x + b 


Solución.- Sea: Vx + a = í => x = t 2 -a,dx = 2tdt 
■yjx + a , r t2tdt _ r í 2 dí 


í"±+( x= f_í£^_ = 2Í 

J x + b J t~ — n 4- h * 

: 2j dt-2(b-a)J 2 


t 2 -a + b J t 2 + (b- a) 
dt 


2 \ 1 - 


b-a 


t 2 +(b-a) 


di 


t 2 +(b-a) 


= 2t-2(b-a)— f^= are rg t 


\[b- 


■a 




r+C 
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= 2V 


x + a 


2\fb- 


a are rg 


x + a 
b-a 


• +C 


V* + l 


dx 


9.2í.-¡ 

Solución.- Sea: V*+l = r=> x = r 3 -l,dx = 3r 2 dr 


f^±¡,fc=fí^* = 3Í 

J X J í 3 -l ■* 

= 3j dt + 3| * 

3 


rdr 
r 3 - 1 


= 3 1 + 


t 3 -l 


dr = 3jdr + 3j 


dr 

r 3 -l 


(í-1 )( í ¿ +í+1) 


(*) , por fracciones parciales: 


(r-l)(r 2 +r+l) (f-1) (r 2 +r+l) 

A = 1, B = -1, C = -2 , luego: 


A -| — — — — — - — => 3 = A(f 2 + r + 1) + (Bí + C)(f — 1) , de donde: 


(*) = 3j dr + J - J 2 f + Z ^ dr = 3r + tr¡ |r - 1| - ^ tr¡ |r 2 + r + 1| - V¡3 are rg 
9.22.-f ' / ° T A T d, 

J X 

Solución.- Sea: Va 2 -x 2 = r => x 2 = a 2 -t 2 ,xdx = -tdr 

• Va 


t + 2 


^ 2í + 1 a 


+ c 


’ 2 -x 2 




'Ja 1 -x 2 xdx 


r íídí r —1 ai r 

j (a 2 -r 2 ) 2 J (a 2 -r 2 ) 2 


t 2 dt 


-t 2 dt . . 
(a + r) 2 (a-r) 2 * 


Por fracciones parciales: 


A B C D , . 

+ - + + , de donde: 


(r + a) 2 (r-a) 2 (r + a) (r + a) 2 (f-a) (r-a) 2 

A=Va,B = -V,C = -Va,D = -V, luego: 


oj- 


4 ’ / 4 

-t 2 dt 


__ll 

r dr 1 | 

r dr 1 | 

f di 1 I 

r dr 

| 

1 

Q 

(r + a) 4a ^ 

(r + a) 2 4a ^ 

(r-a) 4a ^ 

'(t-a) 2 


= — lri\(t + a)U — ln\(t-á)U — + c 

4a 1 1 4(r + a) 4a 1 1 4 (f-a) 


= — ír¡ 
4a 

= — tr¡ 
4a 


= — ir¡ 

4a 


(t + a) 


(f-a) 

Va 


1 1 

H 1 h C 

4(r + a) 4(r-a) 

V 


2 2 

x" +a 


+ 


2 2 

a -x 


Va 2 -x 2 -a 
(Va 2 -x 2 +a) 


+ c = — ír¡ 


2(/-x 2 7<r) 4a 
Va 2 -x z 1 


V 


a~ -x +a 


Va 2 -x 2 -( 


w 


2 x 2 


2x 2 


- + c 


2x 2 


+ c = — tr¡ 
2 a 


¡/ -x 2 
9.23 Jx 2 V* + adx 

Solución.- Sea: -Jx + a =t => x = r 2 -a,dx = 2tdt 


\ la 2 - 


x+a 


1, M Va 2 -x 2 
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J x 2 \/x + adx = J (í 2 — a) 2 t2tdt = 2j í 2 (r - a) 2 dt = 2j (í 6 - 2 at 4 + a 2 t 2 )dt 

„f 6, , f 4, - 2f2j 2 í 7 4 at 5 2 a 2 í 3 

= 2j rdí- 4 aj t dí + 2a J t dt = — — i — - — + c 


2(x + a ) /2 4a(x + a) 2a 2 (x + ay 2 
7 5 3 * 

9 24-í - 

JV^ + ^ + 2^ 

Solución.- Sea: yfx = t => x = t 8 , dx = 8 t 7 dt 


Jx + t¡x + 2%[x Y 4 + t 2 + 2t Jt 3 +í + 2 


8 j í 3 - í-2 + 


t + 4 t + 4 
t 3 + í + 2 


: 8 J t 3 — 8 j tdt - 16 J di + 8 J 


í 2 + 4 í + 4 , „ t 8t 


t = 8 16 í + 8 Í 

A ? J 


r + Í + 2 4 2 


t + At + 4 


í +í + 2 


2 í 4 - 4 t 2 — 1 6 í + 8 J" 


t + 4 í + 4 


— df(*) , por fracciones parciales: 

t +t + 2 


r + 4 t + 4 _ t 2 +4f + 4 _ A Bt + C A= ]/ B= 3 / c = 14/ | ueao - 

(t 3 + í + 2) (í + l)(t 2 -t + 2) (t + 1) (í 2 -í + 2) Z 4 ’ Z 4 ’ Z 4 ’ 9 


í Vdt 3/r+i 4 / 

(*) = 2í 4 -4í 2 -16í + 8 f^— +f2f ¿^dí 

J t + 1 J t 2 -t 4-9 


2 t 4 - 4 í 2 - 16 í + 8 -[ — + -[ 3t + 14 dt = 2 í 4 - 4 í 2 - 16 í + 2 f — + 2 Í f t+1¿t dí 
4J f + 1 áJ J 7+1 + ? 


4 J í + 1 4 J t — 1 + 2 


dt „ r 3í+14 


í+i J r-t + 2 


o 2 t + 28 / _ 31 / + 31 

3 A / 


: 2 í 4 - At 2 - 16 t + 2 ir¡ |í + 1 | + i -J J — A 

2 í 4 - 4 í 2 - 16 í + 2 ^ |í + l| + 3 j + 3 ij _7 

: 2 r 4 - 4 í 2 - 16 r + 2 ^ 7 |í+l| + 3 ^|r 2 -r + 2 | + 3 lJ — 


t -t+2 
dt 

(t- Y ) 2 + 7 / 

U / 2 J + /4 


2 t — ^ 

: 2í 4 -4í 2 -16í + 2^|í + l| + 3^|t 2 -t + 2| + 31-^= are rg — ^=7 

x /7 

: 2í 4 -4í 2 -16í + 2fg|í + l| + 3fg|í 2 -t + 2| + -^arcrg 4 


= 2xZ -4xZ -16xZ +2 in Y" +1 + 


9.25.- Jx 3 Vx 2 + o 2 dx 


62 2 x /a -1 


1 / ]/ uZ 

3/ 77 x 7i -x A + 2 + ~i= are rg 


Solución.- Sea: yjx +a = í => x^ = í 2 - a , xdx = ídí 
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J x 3 \lx 2 + a 2 dx = J x 2 V x 2 + a 2 xdx = J (r -a 2 )ttdt = J (r -a 2 )t 2 dt = J (t 4 -a 2 t 2 )dt 


t 5 a 2 t 3 {x 2 +a 2 f> a 2 (x 2 + a 2 y 2 , 2 ^ 

+ c = — + c = (x + a y 

5 3 5 3 


/ 2 2 2 

1 x +a a 


+ c 


= (x 2 + a 2 y 


í 3x 2 -2a 
15 


2 N 


+ C 


EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS 

A continuación, se adjunta un listado de ejercicios que se proponen al lector. 
Observará que no se indica técnica alguna solicitada para el desarrollo de los 
mismos, y que además no se han respetado normas relativas a niveles de 
dificultad, ni a las técnicas mismas. Como siempre, se adjuntaran las soluciones 
cuyos desarrollos pueden diferir de los aquí presentados. No importa, eso es 
posible; además una consulta con su profesor aclarará cualquier discrepancia. 


Encontrar: 


l.-ít¥ ent4 cosí 4 * 

2 S 

• OdO 

3 -J 

r 0e°dO 

J 

(i +ef 

' (1+0) 2 

4.- f e T9W sec 2 3 Gd0 

5 -í 

• xdx 

6-j 

r lx 2 - 1 


yjax + b 

' V x + l 

7-t dx 

8,¡ 

e 2 ~ x dx 

9 -J 

p e x dx 

J (2 - x)y/l^X 

J 


' ae x -b 

10.- f í t+1)< " 

J f +2f-5 

11.- 

Jsec^d^ 

12. 

-jrgOdO 

13.- [ — sen — dr/ 

'a b 

14.- 

J cp sec 2 cpdcp 

15. 

r dx 

J 5 V 

16.- [ sec 2 (l-x)dx 

17.- 

C xdx 

18. 

f dy 

J 

■* Vl6-x 4 

sjl+yjl+y 

19 í dx 

V x + 4 — -J x 3 

20.- 

J eos ecOdO 

21.- 

■\t(l-t 2 fdt 

22.- Jt(l-r)^ arcsentdí 

23.- 

rl+cos2x 

24.- 

J x -x 

2 

J sen“2x 

25 í e ‘ d * 

26.- 

C dx 

27. 

r (3x + 4)dx 


J(x-l) 3 

x/2x + x 2 

28 - í dS 

29.- 

C dx 

30. 

C xdx 


x 2 yjx 2 +e 

)jl + x 
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Vy+i 

t 4 -í 3 + 4í 2 - 2t+l 


31.- J y dy 

34 -í 

37.- f dx 

W ( 16 +* 2 ) 3 

40.- J a(x 2 + l)^dy 


t +1 


■di 


16 + e 2 * 


dx 


2/-7/ + 7y 3 -19r + 7y -6 

(y-l) 2 (y 2 +l) 2 

5w 3 -5w 2 + 2w-l, 

-dw 


4 2 

W + W 


xe 


-2x 2 


-dx 


sen xe 


-dx 


cos^ x 
xf^(l + x 2 ) 


1+x 2 

dx 


dx 


43.- J 

46, J 

49- J 

52, J 
55, J 

58- J 

61.- f 

J cos z 5x 
64.- J zg40sec 2 4 OdO 

67,J(1 + x) eos Vxdx 

70.- J corg(2x-4)dx 

73.- J(co rge x )e x dx 

76.- j xcorg( x y^)dx 
79.- J x 2 s e n 5 x 3 eos x 3 dx 

82 .-Jsen 2 ^e sen 2 fl d^ 


<¡y 


32, J 
35, J 
38, J 

41 -J 


/¿y 

dtp 

tr¡e 

x 3 dx 

\lx 2 +4 
dx 

(Ve-x 2 ) 3 


44.- J eos Vi- xdx 
47.- J s e n Vx + ldx 


3 dx 


50.- f 

J 1+ 2x 

53.- Je 2t eos (e‘)dt 
ds 


56- j 

5g _ j co rgxdx 

62- 1 
65- j 
68 , | 


s ( 1 — s ) 


^g|senx| 

dx 

12-7 x 
xdx 

Jx-B 
dx 


x(Vl + x -1) 
71.- J(e f -e~ 2 ‘) 2 dt 

74, f sgng + g dg 

J COS^+l 

77.- J xV4x 2 -2 dx 
xdx 


80- 1 

83.- f 


V 5x 2 +7 
dx 


33-| 


d0 


1+2 COSÍ? 
36.-Jx(10 + 8x 2 ) 9 dx 

x 3 dx 


39 -^ 

42- ¡ 


dx 


45, j 


x(3+ fgx) 

x 3 dx 

-Jx-1 

■9x 2 + 7x-6 


dx 


x -x 

2 


48, f 

51 ,r (l-x)'dx 
X 

54.- J -Jx(x A -4) 3 dx 


57 - í ¿ 

60- J 2 


1-z 2 


v z ~ y 


z 

ox 2 -bx + c 


ax~ +bx-c 
63.- J rgl6xdx 


dz 

■dx 


e - 9e 


66, J 

69- f 

72- f 
75- J 

78- í 

81- f 

84- f 


7t — 2 


dt 


V7-2í ; 
dx 

corg6x 
(x + l)dx 
(x + 2) 2 (x + 3) 
are rgxdx 
(l + x 2 Y A 
(x 2 +9)^dx 

7 

x 3 dx 


x~ — x — 6 


dw 


1 + cos w 
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85.- Je 1 4 > (eos 3 Y2 sen^/)dx 
88 .- J(sec (p + rgep) 1 dep 

91.- Jsen^ ^>cos 3 cpdcp 

94.- J(e 2s -l)(e 2s + l)ds 

97.-J( ares e n \¡l-x 2 )°dx 

10 °.- f -y — 

J cr sen~ cp + b~ eos cp 
103.- j(2cosasena -sen2a)da 


106.-J 


(cp + sen3cp)dcp 
3tp 2 -2 eos 3tp 

109.- JVñ(l + u 2 ) 2 du 

dx 


112.-1 

115 -J 


\Jx 2 -2x-8 
x 3 + 7x 2 -5x + 5 


x + 2x-3 
xdx 


dx 


118.- f- 

J Vx 2 +4x + 5 
121.- J ÍT) exp sfx — 1 dx 

. n . r sen xdx 

124.- 

J 1 + senx + cosx 

127 _ r (1 + sen x)dx 
senx(2 + cosx) 


86 -^ 

89.-J 

92- j 
98- j 


x 3 dx 


- x" 

di 


r(4+^ 2 r) x 
sec 2 6^0 
9 + rg 2 0 
dx 

5x 2 +8x + 5 
3 dy 

1 +4y 

„ r tdt 

101.- rr 

J (2f+i y 2 
104 .- ft 4 (g 2 tdt 

■ (y*-+l)dy 

yHy+ 1 ) 

(x 3 + x 2 )dx 
x 2 +x-2 
(x + l)dx 

\¡2x-x 2 


107- J- 

110- f 

113- f 


^^|l+x+x z | 

4dx 
x 3 + 4x 


116.- Je " 1 'dx 

US- f 


. __ r yjl+ X 3 

122 .- dx 

j V 


125- f 


dx 


128- f 


3 + 2 eos x 
dx 


87- ¡ 


sen cpdcp 
cos^ cp 


90.- J a e b 29 c 3e d6 

93-í áx 


\]e 2x -16 

„ „ r X +1 . 

96.- — dx 

J x -x 

99.- J x(l + x)^dx 


102-1 


sirj\s\ds 


(1-0 




105.-ju 2 (l + v) U dx 

108-1- 


s 3 (s 2 -4)^ 

111-Jadb 

114 - 1 fwrw* 

117- [ , (x - 1)dx 

J Vx 2 - 4x + 3 

120-1 
123- j 
126-J 


co rgxdx 


hl\ 


senx 


x — 1 1 

X + 1 X 

xdx 


dx 


yjx 2 -2x + 5 


x 4 +4 


RESPUESTAS 


1 "\' 


.3^sent‘ „ .4 1 , 

í e cosí di 


Solución.- Sea: u = sení 4 ,du = (cosí 4 )4í 3 dí; luego: 

I f 4tV^ 4 cosí 4 dí = i (• e u du = 1 

4 J 4 J 4 


f í 3 e senf4 eos í 4 dí = - f 4í 3 e sent4 eos í 4 dí = - f e u du =-e u +c = -e sen ‘ A + c 
J AJ Al A A 
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9d9 
(1 + 6) 2 

Solución.- 


2 -l 


I 


ede 

(i +ef 

6 


í^+f 

J 1 4-/9 j 


Bd6 


i+0 J (i +ey 


(*) 


A + — — -=># = A(l+0) + B=>0 = A9 + (A+B), de donde: 


(1 +9f 1+9 (1 +9) 

A = 1, B = -l, entonces: (*)J 

9e e d9 


9d9 


r d9 p 

J 1 4-/9 j I 


d9 


(1+9) J 1 +9 J (1+0) 


■ = ítj\^+9 


+ - 


1+9 


- + c 


3 -J 


(í+e)- 

Solución. - 


dv = 


Sea: 


u = e 


du =e d9 


9d9_ 
(1 +9f 


v=(í|i+0| +A_ 


= e 0 tr¡\í + 9\ + 


1+9 


+ - 


1+9 


)e e d9 


1 + 9 


f re B d9 

\e lTj\l+9\d9-\ (*), resolviendo por partes la segunda 

J J 1+9 

4 Gd0 

dv = - 


integral se tiene: 


6 j /a 

Luego: J = e e ír¡\l+ 9\ - ^ e 9 ír¡^+ 9\d9 , esto es: 


u = e 


du =e°d9 


1+9 
v = ír¡\^+ 9\ 


1+9 


^9\ + e 

^Ttí\d9 -e°U i 

rH^f + íe^^í 

1 1 1+9 

i 1 

i i 1 i 


d9 


1+9 




• T9W sec 2 3 9d9 


Solución.- Sea: u = rg39, du = 3sec 2 3 9d9 


je rg30 sec 2 39d9 = -j e ll du = -e u +c 
xdx 


rg30 


5 -l 


yjax + b 

Solución.- Sea: ax + b = t 3 


t 3 -b 


- + c 


3t 


x = , dx = — dt 

a a 
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V-bW 


r xdx r \ 

yjax + b ^ 

_ 3 1 5 3b t 2 

~ 5 a 2 2 a 2 5 a ¿ 2 a 

3 (ax + b)^J(ax + b) 2 3 b^J(ax + b) 2 


dt 


•3 t(í 3 -b) 


2 -* = -l 

a a 


J (í 4 -bt)dt ■■ 




f bt 


2 A 


+ c 


3 (ax + b) /j 3 b(ax + bY /j 
+ c = — + c 


5 a 2 


2 a 2 


+ c 


X 2 -1 


6 .- 

J v x + 1 

Solución. - 


dx 


x -1 


dx = 

V x + 1 J 1 

2 (x-l)Vx-l 

3 

dx 


k^ií(x-i) 




■ J(x-l)^dx = 


Cx- 1 ) 


■ + c = 


2 (x-iy 


- + c 


+ c 


^(2-x)>/í^ 

Solución.- Sea:l-x = í 2 => x = l-í 2 ,dx = - 2 tdt 


f dx _ f 

- 2 tdt 

- 2 Í * 

J ( 2 -x)Vl-x J 

>-(i -ñ 

]t J l+t 2 


- 2 j ^ 2 = - 2 arcrgf + c = - 2 arcrgVl-x + c 


8. - Je 2 “*dx 

Solución.- Sea: u = 2-x,du = -dx 

J e 2x dx = -J e u du = -e u + c = -e 2 ~ x + c 

9, í-^í_ 

J oe x -b 

Solución.- Sea: u = ae x -b,du = ae x dx 

r e x dx 1 rdu 1 i | 1 . i x , i 

= — — = — ir¡ u +c = — ír¡ \ae -b\ + c 

J ae x -b a J u a a 1 1 

(r+l)dt 


io- í 

S 

I 


r + 2 t -5 


Solución.- Sea: u = t 2 + 2 t - 5 , du = 2 (t+l)dt 

(t + l)dt 1 rdu 1 . , , 1 . i 2 „ r | 

í 2 + 2 t -5 2 J u 2 11 2 1 1 

11.- Jsecy dtp 

Solución.- Sea :u = sec^ + rg^,du = -^-(sec^rgY + sec 2 ^)d<£> 
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r <p a c sec %^ ec % + T 9% í), r sec2 /4 

sec — dcp=\ — T^= / - dtp = - 7 

J i J m / m / J 






sec^ +rg ( f ) / 2 


sec^/ + rg^ 


-d^i 


<P, 


+ c 


= 2j— = 2^77 |u| + c = 2^ sec ^ + rg 

12. -Jrg7d6> 

Solución.- Sea: u = eos 0,du = -sen^dí? 

jrg9d9 = j Sen ^d 0 = -j — = -tr¡\u\ + c = -ítj\cosO\ + c = -ír¡ 

= -prfí° + lr¡ |s ecé'j + c = t 77 |s ec#| + c 

13. - [ — sen — dg 

J n h 


sec 9 


+ c 


a b 

Solución. - 


u=— dv = sen — drj 

a b 

du - d 9 y = —b eos — 

a b 


n 


Sea: 


J— sen'-j-dg = -^-g 2 cos^ + — Jgcos^dg(*), resolviendo por partes la segunda 


integral se tiene: 


u = r¡ 
du = drj 


dv = eos — dij 
b 

v = b sen — 


(*) = -—rj 2 eos — + — bgsen — -b|sen-^d77 


,7 , 2b 2 


= — rj eos — + - 
b b a 

14.- J <77 sec 2 

Solución. - 

u = (p 


T) 2 b 3 77 

77 s e n — H eos — + c 

b a b 


Sea: 


+ c 


dv = sec 2 (pdcp 

du = d(p v = T gtp 

J cp sec 2 = cprgcp- J rgcpdcp = cprgcp- ó 77 |sec gc>| - 

15.- f — 

J 5 X 

Solución.- Sea: u = -x, du = -dx 

f — = í 5~ x dx = - í 5“ du = — — — + c = — - — + c = — + c 

J S x j J ^5 Dn^ 


i 775 


5^775 
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16.- Jsec 2 (l-x)dx 

Solución.- Sea: u =1- x,du = -dx 


J sec 2 (l- x)dx = -J sec 2 udu = -rgu + c = -rg( 1- x) + c 
xdx 


17 -í 


•Jl6- 


Solución.- Sea: u = x 2 ,du = 2 xdx 


xdx 




■x 


I 


xdx 


1 


2 xdx 


V4 ! -(x 2 ) 2 


i' 


du 


1 x 2 

= — arcsen he 

2 4 


1 u 

— ares e n — + c 

2 4 


18.- [ -~i=É^= 

^1 + ^1 + y 

Solución.- Sea:r 


l+(l+y) y2 ~\ y¿ =>t 2 =l + (l + y/ 2 =>t 2 -l = (l+y)^ 


(í 2 -l) 2 = 1+ y => y = (Í 2 -l) 2 -1 ,dy = 4t(t 2 -l)dt 


I 


dy 




+y 


í 


4/(í 2 -l)dí 

/ 


4 J (í 2 - l)dí = 4¿- - f) + c = 4t¿- - 1) + c 


4^l7l+y( 1+ ^ : ^ -l) + c = ^ 1 7l+yC A /r+y- 2 ) + c 


19- J 

S 

1 


dx 


Vx + 4 - y/x + 3 

Solución. - 

dx r (x + 4)^ + (x + 3)^ 


| (x + 4)^ +| (x + 3) 


, , _[ ^^r + ix + J ;-d x rr % ^Idx 

Vx-i-4- Vx-¡-3 J (x + 4) - (x + 3) JL V J 

y,_(x + 4f 2 (x + 3f , _2V(x + 4) 3 2V(x + 3) 


+ c = - 


- + c 


= |(V(x + 4) 3 +V(^ + 3) 3 ) + c 

20. - J eos ecOdd 

Solución.- Sea: u = cosec0 + corg0,du = -(cosecdcorg0 + cosec 2 0)d0 

icos ec6d6 - f eos ecd(cos ecd + coz gd)dd _ r cosec 2 0 + cosec0corg0d0 
' ' cosecO + cozgO ■* eos ecé* + co zgO 

~-\—--£T]\u\ + C --£g |(cos ec6 + co zg0)\ + c 
J u 

21. -Jr(l-r 2 )% 

Solución.- Sea:u=l-í 2 ,du = -2rdr 
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\t(l-t 2 ) A dt = í u A du = — K-^-r + c = --u A +c - — — (1— í 2 )^ + c 
J 2 J / 3/ 3 3 

7 % 

22.- Jí(l-í 2 )^ arcsentdí 

Solución. - 

u = ares e n í dv = t (l-t 2 fdt 
Sea: , dt i 

277 v = --d-r7 

Jí(l-r)^ arcsentdf = --(l-í 2 ) /J/j árese ni + -J (1 - r ; 


(l-t 2 f 2 Ir 2 (l-í 2 ) K 1. í 3 . 

aresení + - (l-r)df = aresení + -(f ) + c 

3 3 J 3 3 3 


= — (1 -t y 2 arcsent-t + — +c 


23.- J 


l + cos2x 


J sen 2x 

Solución.- 

r l+cos2x r l+cos2x r dx _ r dx _1 r dx 
sen ¿ 2x •’l-cos 2 x ■’l-cos2x J fl-cos2x^ 2^sen 2 x 


= — Jcos ec 2 xdx = - — co rgx + c 


24- f 


x 2 +l 


x 3 -x 


Solución. - 

r x 2 +1 r(x 2 +l)dx r (x 2 +l)dx r Adx r Bdx r Cdx 


r /i ax r a ax r uax , 

— + + (*) 

J v J J rv_iv 


J x -x J x(x -1) J x(x + l)(x — 1) J x J (x + 1) J (x — 1) 

(X +1 ^ = - + — — + — ^^(x 2 +l) = A(x 2 -1) + Bx(x-1) + Cx(x + 1) 

x(x + l)(x — 1) x (x + 1) (x — 1) 

x = 0 => 1 = -A => A = -1 
De donde: x = -1 => 2 = B(-l)(-2) => B = 1 
x = 1=> 2 = C(l)(2) => C = 1 

Entonces: 

f (X+1 ) dx '*L + ,_d*_ + ,_d*_ = _ e \ A+i \ x+A+t \ x _ 1]+c 

J x(x + l)(x-l) J x (x + 1) J (x-1) 11 1 1 1 1 

!) _1 
-ir¡ +c 

x 
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25-/ 


Solución.- Sea: u = e x , du = e x dx 


e ax r au u e 

= , = ares e n — + c = ares en — + c 

/3 2 ~(e x ) 2 J V3 2 -n 2 3 3 


_ _ r dx 

26.- 

J(x-l) 3 

Solución.- 

/(£?-/<*- 

„ r (3x + 4)dx 


J (x-l)~ 3 dx = - 


(x-ir 


- + c = — 


(x-1) 2 


27-/' 


l2x + x 


Solución.- Sea: u = 2x + x 2 , du = 2(1+ x)dx 


(3x + 4 )dx r (3x + 3) + 1 


(x + l)dx 


dx 3 r du 


2x + x 2 


V 2x + x 
3 r du r 


2 J u" 2 J J(x 2 + 2x + l)-l 


/2x + x 2 J V2x + x 2 u 


r au r 

Í^T + J 


1 2x + x 


3 


v: + í- 


/(x + l) 2 -l 


= 3^2x + x 2 +J- 


/(x + l) 2 -l 


Sustituyendo por: x + 1 = sec 6>, dx = sec OrgOdO, J(x + 1) 2 - 1 = rgO 


= 3v2x + x + 




J — — ^ — dO = 3\¡2x + x 2 + ^secOdO = 3V2x + x 2 + (?77|secí? + rgí?| + c 


= 3\j2x + x 2 + ir¡ x + l + V2x + x 2 +c 


28.-J 


Solución.- Sea:s = 2s en 0,ds = 2cos0d0, V4-s 2 =2cos6 > 


ds j- J2 J¿a$í)d9 

4-s 2 


\ie^e 


= 6? = ares e n % + c 


29- f 


x 2 Jx 2 +e 


Solución.- Sea: x = Vergí?, dx = Ve sec 2 OdO,\jx 2 +e = Ve secí? 


UX _ r pf'e Sec^ OdO _1 rSecOdd _1 r £ 0 ¿í) _ Ir cosí? 

x 2 Vx 2 +e erg 2 Js^éc0 eJ rg 2 e-< sen 2 6> e^ 


sen 2 6* 


cos / 0 


Sea :u = sen 9,du = cosddd , luego: 
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1 r du 1 r _ 2 1 U 1 1 

(*) = - ^- = - U du= + C = + C- 

e J u - e J o _1 Olí 


x 2 +e 


esen 0 


x +e 


30- j 


Solución.- Sea:x + l=í 2 => x = t 2 - 1 , dx = 2 tdt 


xdx r(t 2 - l) 2 /dt 


2 J (t : 1 - l)dt = - f) + c = 2 t (L- 1 ) + c 


I V -U 1 I V — 9 

= 2Vx + l(— 1) + c = 2vx + l( — — — ) + c 

31 - t-gÉ, 

Solución.- Sea:y + l=r => y = t 2 -l,dy = 2 tdt 


■ fdy f (t 2 -l) 2 2/dt 

Vy+í / 


í 4 2t 2 


= 2í — — — + 1 +c = 2jj+l 

, D 


2j (r - 1) 2 dt = 2 J (í 4 - 2 r + l)dí = 2 

— f(V^Í)‘_2(^) ! +1 V c 


J í 5 2 í 3 ) 

= 2 + Í + c 

5 3 


.2V^Í^-^ + ll + c = 2^í¿^-^ + ll + c 


=2V^n 


3r-4y + 8 
15 


32- J 


//-l 


Solución.- Sea: u = y 2 -1=> y 2 = u +1, dy = 2 ydy 

f \ 

y^ = i f (“+i)rf“ = lf („* + „-* ; )du 1 Jíi+Jii + c 

J / 3 / 


y -i W/-1 


2 J 2 


= ^- + u^ + c = +l) + c = ^y 2 -1 

33.. f 

■* 1+ 2COS0 


y 2 -! 


+ 1 +C = jy - 1 


r+2 


2dz i — z 2 

Solución.- Sea: d# = -,cos# = — y 0 — 2 arcrqz 

1+z 2 1+z 2 
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2 dz 


f dd 

f 1 + z 2 

r 2 dz 

r 2dz 

•*l+2cos6 > • 

'i + 2(i - z ;» 
l + z 2 

J l+z 2 + 2(1- z 2 ) ”■ 

' l+z 2 + 2-2z 2 


r 2 dz 
J 3-z 2 




dz 


dz 


3-z 


-T^ 


= -/- 


-(V3) 2 /V3 


rtr¡ 


-S 


z + 


V3 


+ c 


rg^-J 3 


rg % + V¡3 


+ c 


34.- J 


í 4 -í 3 + 4r-2í+l 


í 3 +l 


dt 


Solución. - 


-í +4f -2t+l 


í 3 +l 


* = J í-i+ 


3i 2 -i + l 
í 3 + í 


df = Jtdí-Jdí + j 


3t 2 — f + 1 
í 3 +í 


di 


- t+ | 


3i -t + 1 
í 3 +í 


dí(*) 


3í t + 1 = -+ R + C ^3i 2 -i + l = A(i 2 +l) + (fíi + C)i 


í(í 2 +l) i (í 2 +l) 


De donde: 


i = 0=>1= A=> A = 1 
í = 1^3 = 2A+B + C^B + C = 1 


(*) = ■ 


í = -l=>5 = 2A-(C-B) 
Bí + C , i" 


B-C = 3 


B = 2, C = -1 


r Adí r 

-r + {— +f 


í 2 +l 


dt = - — í+f— + f 

2 J i J 


2í-l 

í 2 +l 


di 


- i + ir¡ |í| + J 4— -J 2 üt = - — i + irj |í| + (tr¡ |í 2 + 1| - are rgt + c 


di 


i- +1 J r +1 

j.2 

= i + lr¡ |í(í 2 + 1)| - are rgt + c 


35- j 


dep 
lr¡e 

Solución.- 

iiHí-S d *-* +c 

36.-Jx(10 + 8x 2 ) 9 dx 

Solución.- Sea: u = 10 + 8x 2 ,du =16xdx 

1 1 

J x(10 + 8x 2 ) 9 dx = — Jl6x(10 + 8x 2 ) 9 dx = — J u 9 ddu 


16- 


1 u lu 

= + c = + c 


16 10 


u 
160 


(10 + 8x 2 ) 10 
160 


+ c 
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37 "f 


dx 


V(16 + * 2 ) 3 

Solución.- Sea: x = 4 rgO,dx = 4sec 2 ddd 

dx r^&f^ddd 1 r dd Ir 1 

3 — = — = — eos ddd = — sen^ + c : 

J 4 / sec / <9 16 J sec<9 16 J IR 


I 


7(16 + x 2 ) 5 

x 3 dx 


16 


16^16 


+ x 


38 "^ 

Solución.- Sea: u = x 2 +4=> x 2 = u -4, du = 2xdx 


f x dx 

■ x 2 xdx 1 

C (u — 4)du 1 j- 

+ 

CN 

Lj* 

Vx 2 +4 2J 

u* 2 •* 


J(u^ -4u ^ )du = — Ju ! 3 du-2ju ^du 


J__u" 
/ 3 / 


1I2 


x 2 +4 


~~~7~ + c = — 4ul J +C = u^(— -4) + c = Vx 2 +4(- — — -4) + c 

1/ 3 V 3 3 


ri — 7,x -8 
: Vx +4( ) + C 


39- j 


x 3 dx 


^16- 


Solución.- Sea: u = 16 -x 2 => x 2 =16 -u,du = -2 xdx 

(16u ^ -u^)du 

\/Üa 


r x dx 

■ x 2 xdx 1 

r (16 -u)du 1 r 

W16-X 2 ^ 

Vl6-x 2 2J 

n Ví 2J 


1 16u /2 1 u 

- + 


, , = -16u^ + — + C = -16u^ + — ü + c = Vü(-16 + — ) + c 

/ 3/ 3 3 


= Vl6-x 2 (-16 + 16 * ) + c = -Vl6-x 2 ( 32 + X ) + c 
3 3 

40. - J a(x 2 +l)^dy 

Solución. - 

J a(x 2 +l)^dy = a(x 2 +1)^J dy = a(x 2 + l)^y + c 

r dx 

41. - , 

J (x/e-x 2 ) 3 

Solución.- Sea: x = V6 sen0, dx = yfñcosOdd, ^6-x 2 = V6cos¿? 


I 


dx 


í 


d6 1 r dd 1 


(V6-x 2 ) 3 J (V6)^cos^6> 6 J eos 2 <9 6 


í; 


1 


= — sec ~ 0dd = — rg0 + c = — 


1 x 




r + C 


42- j 


dx 


x(3 +dr/x) 


+ c 
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dx 

Solución.- Sea: u = 3+ irjx, du = — 

x 


dx 


x(3+ ír¡x ) 
e* 


= J — = lrj\u\ + c = ir]^ + ír]x\ + c 


43 -| 


16 + e 2 


-dx 


Solución.- Sea: u = e x , du = e x dx 


f e . dx = [ 
J 16 + e 2x J 


du 1 u 1 e x 

— = — are rg — + c = — are rg — + c 

4 +u 4 4 4 4 


44.- J eos Vi- xdx 

Solución.- Sea:l - x = t 2 => x = 1 -t 2 ,dx = -2 tdt 
J cos Vl-xdx = -2| eos tdt(*) , integrando por partes se tiene: 

dv = eos tdt 


Sea: 


u — t 
du = dt 


v=sent 


(*) = -2 (t s e n t - J s e n tdt j = -2 1 s e n t + 2 J s e n tdt = -2t s e n t - 2 eos t + c 

- -2 VI - x s e n Vl-x - 2 eos Vl-x + c 

r x 3 dx 

45.- "i— 

J Vx— 1 

Solución.- Sea:x-l = r 
dx f (í 2 +l) 3 2/dr 


x = t 2 +1, dx = 2tdt 


f xax _ f 

JV^T '- 1 


/ 


= t(— + — + 2 í 2 + 2) + c = VV :: 1 

7 5 


2r 6r 

1 

7 5 

2(x-l) 3 6(x-l) 2 


2j (r 6 + 3r 4 + 3r 2 +l)dt = ~- + — + 2t 3 + 2t + c 

+ 2(x-l) + 2 


7 


- + - 


+ C 


= 2-v/x-l 




+ c 


7 5 

2/-7/ + 7y 3 -19/ + 7y-6 
(y-l) 2 (y 2 +l) 2 

Solución.- 

■2y 5 -7y 4 + 7y 3 -19y 2 + 7y-6 


4«- ¡ 

s 

I 


Vy 


(y-l) 2 (y 2 +l) 2 


2y 5 -7y 4 + 7y 3 -19y 2 + 7y-6 


Vy (*) 

A 


-+- 


B 


- + 


Cy + D Ey + F 


- + 


(y-i) 2 (y 2 +i) 2 y-i (y-i) 2 (y 2 +i) (r+i) 2 

2y 5 - 7y 4 + 7y 3 -19/ + 7 y - 6 = A(y - l)(y 2 + 1) 2 + B(y 2 + 1) 2 
=> +(Cy + D)(y - 1) 2 (y 2 + 1) + (Ey + F)(y - 1) 2 , luego: 

2/ - 7/ + 7 > 3 -19/ + 7y - 6 = (A + C)y 5 + (-A+B-2C + D)y 4 
=> +(2A+ 2C-2D + E)y 3 + (-2 A+ 2B-2C + 2D-2E + F)y 2 
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+(A+ C-2D + E-2F)y + (-A+ B + D + F ) , Igualando coeficientes se tiene: 


A 


+C 




= 2 ' 



-A 

+ B 

-2C 

+D 



= — 7 



2A 


+2C 

-2D 

+E 


= 7 

=> A = 1,B = 

-4, C = 1 

-2 A 

+2B 

-2 C 

+2 D 

-2E 

+F 

= -19 

D = 0,E = 

3, F = -1 

A 


+ C 

-2D 

+E 

-2F 

= 7 



-A 

+ B 


+D 


+F 

= -6 7 




(*>J 


2y 5 -7y 4 + 7y 3 -19y ! + 7y-6_ 


4f^ T+ fA^+f 

j V— 1 J tv — IV J t v 2 4-1t J 


dy 


(y-l) 2 (y 2 +l) 


ydy r (3y-l)dy 


y- 1 J (y- 1) J (y +i) J (y +i) 


= £n\y-li + -^- + - 

1 1 y - 1 2 

= lrt\y-l\ + -^— + £rj Jy *+ 1 

y-i 


^+> 1+^-1 




(y +i) J (y~+i)~ 


y 2 +i- 


1 y 1 

t — + — are rgy 

2 y 2 +1 2 


+ c 


-trj 
- i TJ 


(y -!)>//+! 


+ - 


(y-i) 


Vy 2+1 


+- 


y-i 2 
y 


--ir¡y +1- 


y 1 


2(y +1) 2 


— are rgy + c 


1 


are rgy + c 


y~ 1 2(y +1) 2 
47.- J sen yjx + ldx 

Solución.- Sea:x + l=í 2 => x = í 2 -1, dx = 2tdt 

J s e n s]x + ldx = 2j (s e n t)tdt(*) , trabajando por partes 

_ u = f dv = sentdt 

Sea: 

du = dt v = — cosí 

(*)2 J (sen í)ídí = 2 |-í eos t + J eos tdt j = -2t eos t + 2 s e n t + c 
= -2^/x + l eos Vx + l + 2 s e n -Jx + 1 + c 


48-| 


9x 2 + 7x-6 


x 3 -x 


dx 


Solución. - 

c 9x 2 + 7x-6 


x 3 -x 


dx = J 


9x 2 + 7x-6 
x(x + l)(x-l) C 


r Adx I 

r Bdx r 

— + 

+ 

J x J 

1 x + 1 J 


Cdx 


9x +7x-6 ABC 

— = — l + - 


x 3 -x 


De donde: 


x x + 1 x — 1 
x = 0 => —6 = —A => A = 6 
x=l=>10 = 2C=>C = 5 
x = -1 => -4 = 2B => B = -2 

-^ = 6¿ti\x\-: 


9x 2 + 7x - 6 = A(x + l)(x - 1) + Bx(x - 1) + Cx(x + 1) 


„ r dx ( 

• dx _ r 

6[ 2 

+ 5Í 

J x J 

x + 1 J 


221 



49- 1 


X 6 |- (? 77 |(x + 1) 2 | + (? 77 |(x — l) 5 1 + C = ÍTJ 

5w 3 -5w 2 + 2w-l 


* 6 (x-l) 5 


(x + 1 ) 


+ c 


4 2 

W + W 


-dw 


Solución. - 

r 5w 3 — Sw 2 +2w— 1 
■* w 4 + w 2 


<ÍW = J 


5w -5w +2w-l 


w 2 (w 2 +1) 


dw(*) 


5w — 5w +2 w — 1 Aw + B Cw + B) 
= ~ — + - 


w 2 (w 2 +1) 


w 


w 2 +1 


5w — 5w + 2w — 1 — ( Aw + B)(w + 1) + (Cw + D) w 
=> Aw + Aw + Bw + B + Cw + Dw => (A+ C)w + (B + D)w + Aw + B 
Igualando coeficientes se tiene: 
f A +C = 5^ 


A 


B 


B 


+D = - 5 
= 2 
= -l 


=>A=2,B = -l,C = 3,D = -4 


v ~ - -v 

Aw + B . r Cw + O 


, . r /iw+ o , r LWt u , r 2w — 1 , r 3w — 4 

(*) ~ — dw+ — V- — dw = — — — dw + — - 

J w 2 J w 2 +l J w 2 J ■ ’ 2 


r2wdw r _ 2 . ó r zwaw A r 

w 2 dw + - — 4 

J w 2 J ?J W 2 +1 J -■• 2 


W' + 1 

3 r 2wdw 


w' + 1 


dw 


dw 


w 

,, 1 

W H h ÍTJ 

1 W 


2 J w +1 

V(w 2 +1) 3 


W' + 1 

4arcrgw + c = ír¡ 


w 


V(w 2 +1) 3 


H 4arcrgw+c 

w 


50- J 


3dx 


1+ 2x 

Solución.- Sea: u = 1+ 2x , du = 2 dx 
r 3dx r dx _ 3 r du 3 
■> l+2x ~~ ■> l+2x ~~ 2 ' u 


lr¡\u\ + c -—ír¡^+2x\ + c - lr¡ y](l+2x ) 


+ c 


51 r (i-Wdx 
X 

Solución. - 

(l-x) 2 dx _ fl-2x + x 2 dx _ f dx 

x 


J — - 2| dx + 1 xdx = |x| - 2x + — + c 


52- j 


xe 


-2x 2 


-dx 


Solución.- Sea: u = -2 x 2 ,du = -4 xdx 

f— dx = — í xe~ 2x dx = -- [ e u du = --e u +c = ~-e 2x +c 

J 2 2 J 8 J 8 8 

53.- Je 2t eos (e')dt 
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Solución.- Sea: w = é ,dw = édt 

Je' cos(e')e'df = Jwcoswdw(*) , trabajando por partes 

dv = eos wdw 


Sea: 


u = w 


du = dw 


v = sen w 


(*)J wcoswdw = ws en w-Js en wdw = ws en w + eos w + c = e' se n(e') + cos(e') + c 
54- J Vx(x^ -4) 3 dx 


Solución.- Sea :u = x^ -4,du = — Vxdx 

2 


J Vx(x^ -4) 3 dx = — J u 3 du 


2 u 1 

= + c = — u’ + c = 

3 4 6 


4 ,. (x /2 -4r 


+ c 


55- f senxe dx =f 
J eos x J 


senx 1 


cosx eos 


e secx dx = J rgxsec xe sec *dx(*) 


Solución.- Sea :u = sec x,du = sec xrgxdx 


(*) = J e"du 

56.- J * 


ai , _ „secx . _ 

= e +c = e + c 


s^(l+s^) 


Solución.- Sea: t = s% => s = t 3 ,ds = 3 rdt 


Í C X 


ds 


í 


3 f z dt 


JíUf 2 '! J i 


s^(l + s % ) J /(1 + í 2 ) J (l + t 2 ) J (l+í 2 ) 2 


tdt 


1 +r +c 


57- J- 


1— z" 


dz 


Solución.- Sea:u = 


1 — z 


2dz 


2 ’ dU = „3 


1— z 


X 10 


v z y 


z 

1 f 10 

dz = — u du=- 
2 J 


,n 


1 


58.-J 


X(?77(l+X 2 ) 

1+x 2 


dx 


Solución.- Sea: u =^ 77 ( 1 + x"),du = , 

1+x 


1 u u 

— h C — hC — — 

2 11 22 22 


2 xdx 


1— z 


X 11 


V z y 


+ c 


xf^(l + x 2 ) 


1+x 2 


, 1 r , 1 U u 

dx = — udu = h c = — 

9 J 2 2 4 


■ = — + c = 

4 


co rgxdx 


I 

59- í ¡ 

J £^|senx| 

Solución.- Sea :u = ¿7/|senx|, du = co rgxdx 

J cozgxdx = 4 tj\u\ + c = £tj\£tj\ 

J lr¡ senx| J " 1 


[ó77(l+ X 2 )] 2 


+ c 


senx +c 
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f 2 1 r 2 1 1 

J secr 5xdx = — J sec udu = -rgu + c = -rg5x + c 


__ r ax 2 -bx + c , 

60 . - — dx 

J ax~ +bx-c 

Solución.- 

rax 2 -bx + c , ax 2 -bx + cr , ax 2 -bx + c 

r dx = dt = r Í4C 

J ax +bx-c ax~ + bx-c J ax~ +bx-c 

61 . -Í— $— 

J eos 5x 

Solución.- Sea: u = 5x, du = 5 dx 

f — ^ — = í sec 2 5xdx = — í sec 2 udu = - rgu 4 c = - r, 
J eos 2 5x J 5 J 5 5 ' 

__ r dx 

62 . - 

J 12-7x 

Solución.- Sea: u = 12 - 7x, du = -láx 

r dx 1 rdu I.,, 1 . . _ , 

\^r x — 7 \--^n\u\* c = --tn\n- 7 x \ + , 

63 . - J rgl6xdx 

Solución.- Sea: u = cos(16x ), du = -16sen(16x)dx 

f rgl6xdx = [ Sen(16x) dx = -—[— = -—£tj\u\ + c 
■* ■* cos(16x) 16 J u 16 

64 . - J rg40sec 2 4 0d6 


J 12-7x 

Solución.- Sea: u = 12 - 7x, du = -7 dx 
r dx 1 rdu I.,, 1 

J 12-7x 7 J u 7 11 7 


h Jx = — — f — = — —£r]\u\ + c = — — lg|cos(16x)|4c 
cos(16x) 16 J u 16 11 16 1 1 


Solución.- Sea: u = rg46>, du = 4sec 2 \6d6 

r ^ 2 ,njn Ir J lu 2 U 2 rg 2 46> 

J 4 J 4 2 8 8 

65- f-^L 

J Vx-5 

Solución.- Sea : u = x-5=> x = u + 5,du = dx 

r xdx r u + 5 . r y, ^ r -Vi u 2 ' 1 ,.u^ 

, = — v~du = w 2 du 4 5 u /2 du =^45—40: 

\[x — 5 J u^ J J 3/1/ 


2 2 

= — uVu 4loVu 4c = -(x- 5) Vx-5 4 10 Vx-5 4 c = 2Vx-5 
3 3 


- 4 10u 22 4 C 


X 4 10 
3 



224 



Solución.- Sea: Vx = t => x = t 2 , dx = 2tdt 

J (1 + x) eos Vxdx = J (1 + r 2 )(cos t)2tdt = 2 J (t + t 3 )(cos í)dt = 2 J í eos tdt + 2 J í 3 eos tdt (*) 
Trabajando por partes: jVcostdt 


Sea: 


u = t 3 dv = eos tdt 

du = 3í 2 dí v = sent 
J í 3 eos tdt = í 3 s e n t - 3j í 2 s e n tdt 

Trabajando por partes: Jt 2 sen tdt 
u = t 2 dv = sen tdt 

o GQ. 

du = 2tdt v = -cosí 

J t 2 s e n tdt = -t 2 eos í + 2 J t eos tdt 

Trabajando por partes: Jicos tdt 

_ u = f dv = eos tdt 

Sea: 

du = dt v=sent 

J t eos tdt = í s e n t - J s e n tdt = t s e n t + eos t + q 

(*) 2 J t eos tdt + 2 J f 3 eos tdt = 2 J í eos tdt + 2 (J 3 s e n t - 3j í 2 s e n tdt j 
= 2 J t eos tdt + 2í 3 s e n t - 6j t 2 s e n tdt = 2 J t eos tdt + 2t 3 s e n t - 6 (-t 2 eos t + 2 J í eos tdt J 
= 2 J t eos tdt + 2í 3 s e n t + 6f 2 eos í - 12 J í eos tdt = 2t 3 s e n í + 6t 2 eos í — íoj í eos tdt 
= 2í 3 sent + 6t 2 cost-10(tsení + cosí) + c 
= 2í 3 sent + 6t 2 cosí -lOí s en t -lOcos t + c 

= 2\[x 2 sen Vx + 6xcos Vx -loVxsen Vx - lOcos Jx + c 
dx 


68-J 


x(Vl+X -1) 

Solución.- Sea: (1+ x)^ = t => 1+ x = t 2 
dx r 2 tdt 


x = í 2 — 1, dx = 2fdf 


<(VÍ+x-l) J (í 2 -l)(í-l) 


r zraf , x 

J íf 2 -IVt-1'í * 


t 

(í+1)(í 2 -1) 


= — ■ + — + — => t = A(t - 1) 2 + B(t 2 - 1) + C(í + 1) 
t + 1 t-1 (t-1) 2 

í = l=>l=2C=>C = ^ 


De donde: < t 


-1=>-1 = 4A=> A 



(*) - 2 


t = 0^0 = 


r Adt , 

r Bdí r 

— + 

— + 

J f+1 J 

1 í-l J 


A-B + C => B = 
Cdt 


(t-1) 2 


= 2 


-±J 

ZL J 


4 

dt 1 
t + 1 4 


Jé' 


1 

H I 

í-l 2* 


dt 

(í-l) 2 
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1 f dt 1 r dt r dt 1 . , „| 1 . , 1 

= + - + =- = in\t + l\ + -^n\t-l\ + c 

2 J í + l 2 J í-l J (í-1) 2 2 1 1 2 1 1 t - 1 


1 „ t— 1 1 1 „ Vl+x-1 1 

2 f + 1 f-1 2 VlT^ + 1 Vl+^-1 

69.- f — — — 

J corg6x 

Solución.- Sea: u = cos6x , du = -6sen6 xdx 


■ | rg6xdx = J 


ax = — — 

J corg6x J J cos6x u 6 ' 1 1 6 ' 1 

70. - J co rg( 2x - 4 )dx 

Solución.- Sea: u = sen(2x-4 ), du = 2cos(2x-4 )dx 
Jcorg(2x-4)dx = j^|^ í ¡x = ¿J^=¿^| U |+c = ¿< 7 |(2x-4)|- 

71. - J(e' -e~ 2t ) 2 dt 

Solución. - 

J (e f - e' 2t ) 2 df = J (e 2t - 2e f - 2t + e~ 4t )dt = J e 2 ‘dt - 2j e~‘dt + J e~ 4t dt 

= —e 2t + 2e~ t -—e~ 4t +c 
2 2 

72 - f 0 + 1 )dx 

' J (x + 2) 2 (x + 3) 

Solución. - 

r (x + l)dx (x + 1) A B C 


J — = - — ^|u| + c = -i^77|cos6x| + c 


Jcorg(2x-4)dx = J- 


72-¡ 

Soluc 

í— 

j ( V -I- 


A B 


+ — (*) 


J (x + 2)"(x + 3) (x + 2)" (x + 3) x + 2 (x + 2)" x + 3 
=> x + l = A(x + 2)(x + 3) + B(x + 3) + C(x + 2) 2 
x = -2 => -1 = B => B = -1 
De donde: < x = -3 => -2 = C => C = -2 

x = O => 1 = 6A+ 3B + 4C => A = 2 
, „ r Adx r Bdx r Cdx r dx r dx „ r 


f Cdx _2Í 

• dx 

í dX 2Í 

• dx 

■> x + 3 J 

x + 2 • 

* (x + 2) 2 J 

x + 3 


1 x “i - 2 1 

= 2fn|x + 2| + 2Ín\x + 3\ + c = in + + c 

1 1 x + 2 1 1 x + 3 x + 2 

73.- J(co rge x )e x dx 

Solución.- Sea: u = sene x ,du = (eos e x )e x dx 
J (co rge x )e x dx = J (C ° S 6 \ dx = j — = lg\u\ + c = Cg\sei 


sene +c 


74-1 


sené' + é* 

c 

eos 9 + 1 
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Solución. - 

•sen 0 + 0 


\ Sen ° + °d d= f 

J cos0 + l J 


sen0d0 


- + 


eos 0 + 1 
0cos BdO 


-J 


ddd 
eos 0 + 1 
ddd 


-sen ddd r d(cos d —l)dd 


eos 0 + 1 


- + 


eos 2 0 + 1 


sen 0 J sen“ 0 


= —i T¡ |cOS 0 + l| — j* 

= -i r¡ |cos 0 + 1| - J 0 co rgd eos ecdd 0 +J 0 eos ec 2 ddd (*) 

Trabajando por partes: jdcorgdcos ecddd 
u = 0 dv = co rgd eos ecddd 

o GQ. 

du = dd v = -cosec0 

J 0 co rg0 eos ec0d d = -d eos ec0 + J eos ec0d 0 = -0 eos ec0 - tr¡ |cos ec0 - co r 

Trabajando por partes: |0cosec 2 0d0 

„ u = 0 dv = eos ec 2 ddd 

Sea: 

du = dd v = -tcorgd 

J 0 eos ec 2 0d0 = -0corg0 + jcorgddd = -dcorgd + lg\send\ + c 2 
(*) = -(?g|cos0 + l| + 0cosec0 + (?g|eosec0-corg0|-0corg0 + (?g|sen0| + c 
I (eos ec0 - co rgd) s e n 0 1 


= i rj 

-ir¡ 

75- j 


eos 0 + 1 


+ 0(cos ec0 - co rgd) + c 


1 — eos 0 


1 + eos 0 
are rgxdx 
(l + x 2 f 


+ 0 


1 — eos 0 
sen0 


+ c 


Solución.- Sea: x = rg0 => 0 = are rgx, dx = sec 2 ddd,\Jl+x 2 = sec0 

: J0cos0d0(*) , trabajando por partes 


f are rgxdx 

p 0>ee^0d0 

• 0d0 r 

(l+x 2 f 

sec^ 0 ^ 

sec0 J 


Sea: 


u = d 
du = dd 


dv = eos ddd 
v = sen 0 


0sen0-jsen0d0 = 0sen0 + cos0 + c = (are rgx) 
1 


+ - 


Vl+X 2 y¡l 


- + C 


+ X 


VI 


+ X' 


r(xarcrgx + l) + c 


76.- J xco Tg( x /^)dx 


x 2 2 x 2 

Solución.- Sea: u = sen — , du = — xcos — dx 

5 5 5 



i 5 r du 5 i, 3 x 

'x = — — = — írj\u\ + c = — en sen he 

? J ii ? 1 1 ? c; 


2 J u 2 


77.- J xv4x 2 -2dx 

Solución.- Sea: u = 4x 2 - 2, dx = 8xdx 


/4x 2 -2dx = — J u^du 


1 ir 2 u /2 

= -— T + C = + C = ■ 


/(4x 2 -2) 3 


78- 1 


(x 2 +9) /2 dx 


Solución.- Sea: x = 3rg¿?, dx = 3sec 2 9,\¡x 2 +9 = 3secí? 


(x 2 +9)^dx _ r 3sec 03sec 2 0d9 _ 1 r sec 3 0d9 _lr cos 3 q _lr eos 0d9 
x 4 3 4 rg 4 9 9^ rg 4 0 9^ sen 4 0 9^ sen 4 6* 


eos 4 9 


lili 


9 1 3 sen í? 


1 Vx 2 +! 


+ c — — - 


27sen 3 6 


cosec 3 9 

-+c — + c 


27 x 


x 2 +9 


x +9 +C 


79.- J x 2 s e n 5 x 3 cos x 3 dx 

Solución.- Sea :u = senx 3 , du = 3x 2 cos x 3 dx 


J x 2 sen 5 x 3 cos x 3 dx = u 5 du 
__ r xdx 

80 .- í = 

J /r . i-? 


-ib b 

lu u 

— h C — h C — 

3 6 18 


sen 6 x 3 


Solución.- Sea: u = 5x 2 + 7, du = lOxdx 
r xdx 1 rdu 1 u ^ 

= — \—r7-= — ^-r + C = + C = 


10 J u x 10 X 


(5x 2 + 7y 


81- í 


J x -x-6 

Solución. - 

r x 3 dx rl 


x" — x — 6 


= x+l+- 


7x + 6 
x 2 - x-6 


| xdx + 1 dx + 1 


(7x + 6)dx 
(x-3)(x + 2) 


= — + x + 
2 


(7x + 6)dx 


J ( y — 


(x-3)(x + 2) 
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(7x + 6) 


A B 
- + - 


(x-3)(x + 2) x-3 x + 2 

x = -2 => -8 = -5B => B = ^ 

x = 3=>27 = 5A=>A=27/ 


De donde: 


7x + 6 = A(x + 2) + B(x-3) 

/ 

5 


Adx r Bdx x 2 27 r dx 8 r dx 


, x r /i ax r ¿sax x z/ r ax o r 

(*) = — + x + + = — + x + — + - 

9 J v_9 J v 4- 9 9 c; J v _ o r J 


X-3 J X + 2 2 

8 
5 


5 J x-3 5 J x + 2 


= — + x + — ^ 77 |x — 3| + — £ 77 |x + 2| + c 


2 5 

82.- J s e n 20e sen2 e d 9 

Solución.- Sea: u = sen 2 9, du = 2sen6 > cosí?dí? 

J s e n 29e sen6 d9 = J 2 s e n 9 eos 9e^ e d9 = J e u du = e u + c = e^ 6 + c 


83.- í— — 

J p x — 


dx 


e x -9e x 
Solución.- Sea: u = e x , du = e x dx 


[ dx -1 

C e x dx | 

r e x dx 

C du 

1 e x -9e' x J 

X 

1 

LO 

1 

' (e x ) 2 -9 

' u 2 -9 


u- 3 


u + 3 


+ c = — lr¡ 
6 


e x -3 


e x +3 


84- J : 


dw 


1 +cos w 

Solución. - 


dw 


( 1 - eos w)dw r ( 1 - eos w)dw 


J 1 + cosw 
- -co rgw- 




1 — eos w 
(senw) 1 


sen' w 


: J eos ec 2 wdw-J 


eos wdw 


sen" w 


+ c = -corgw + - 


1 


- + c = -cor gw+ eos ecw + c 


-1 senw 

Nota: Este ejercicio esta desarrollado diferente en el capitulo 8. 


85-/. 


(eos sen^/)dx 


Solución.- Sea:u = 


^ 1 -sen 2 x /^ 2 


V 


j 2 3 x x 

,du = — eos — sen — dx 


(eos 3 sen ^)dx = — J e u du = — e u 


2 u 2 

= — e +c = — e 


+ c 


86 -/ 


x 3 dx 


•v/líT 


Solución.- Sea: x = >/l9 sení?, dx = \¡19cos0d0,^Jl9-x 2 =>/l9cos6 > 


dx _ r (y/l9 ) 3 sen 3 0j^/l&Cos0 d 9 


r x ax _ r 

Vl9 -" 2 


2¡VÁcos9 


A9VÍ9 sen 0(1- eos 2 9)d9 


+ c 
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= 19>/l9 Js en 6^0 -19\/l9js enéjeos 2 Odd = -19a/19 cos¿? + 
= -19 


19^9 


eos 0 + c 


i ^^ + ^^? +c= _ 19¿9 ^ + ^ ¥+c 
3 

g7 _ r sen^d^ 

•* COS 22 (p 

Solución.- Sea: u = eos cp,du = -sencpdcp 
j-sen^d^ _ f du * 


eos ' 2 cp 


— í — 77- = — í u 1/¿ du = -^-y + c = -2u^ + c = -2 Jcos cp + c 
J y/2 J 1/ 


88. - J(sec (p + rg<£>) 2 d<p 

Solución. - 

J (sec<£> + rg<£>) 2 d<£> = J (sec 2 (p + 2sec(prg(p + Tg 2 (p)d(p 
= | (sec 2 <£> + 2 sec <^rg<£> + sec 2 cp-l)dcp = J (2 sec 2 cp +2 sec cprgcp-l)dcp 
= 2J sec 2 cpdcp + 2J seccpr gcpdcp - J d<£> = 2zgcp + 2seccp-cp + c 

89. -J * 


í(4 + ^g í) 




Solución.- Sea: u=igt,du = — , además: u = 2 rgO,du = 2 sec 2 6d9,\j4 + u 2 = 2secd 


r dt -1 

r du -1 

r / sec^ 6^0 r 

J t(4+fg 2 í) K J 

^4+u 2 J 



= ir/ 


V4 + u 2 u 

1 

2 2 


+ c = ir/ 


+ c 


V4 


+ U +u 


+ c = ir/ 


^4 + ig 2 t + i r/t 


+ c 


90 .-\a e b 2e c™ d6 
Solución.- Sea: ab 2 c 3 = k , 

faW g d6>= ¡a e (b 2 f(c 3 fd0= f(ab 2 c 3 ) g d6> = ¡k ff d0 = ^— + c= c ,\ , +c 
J j v ; J irj\ k \ £r/\(ab 2 c 3 )\ 

91.- J s e n ^ cp eos 3 cpdcp 

Solución. - 

jsen /¿ rp eos 3 cpdcp = jsen 2 ' 2 <pcos 2 cp eos cpdcp = jsen^ <£>(l-sen 2 cp) eos cpdcp 

y 7/ 

r y , r 5 / , sen /! © sen /! © 

= J sen 72 cpcoscpdcp- J sen 72 cpcoscpdcp = — —y - 


- + c 


2scn <p 2 se n 2 cp 
3 7 


+ C 
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92- j 


sec 2 9d9 


9 + rg 2 9 

Solución.- Sea: u = rgO, du = sec 2 9d9 


• sec^ 9d9 


du 


1 


1 


9+rg 9 J 9 + u ¿ 3 


= - are rg — + c = - are rg 


(jg0) 


+ c 


93- í 


dx 


y¡e 2x -16 


Solución. -Sea: u =e x ,du = e"dx=> dx = — 

u 

Además: u = 4sec 9,du = 4sec 9rg9d9,xlu 2 -16 = 4rg9 


I 


dx 


du/ 

1 Á 


r du r£&&zfíT#Ód9 1, 1 

— / -A - r = -\d9 = -9 + c 

j . /, .2 i o j A cjarf/Tl A 7- O/H A* A 


Ve 2 " -16 J \Ju 2 -16 J uVu 2 - 16 J ^eó^4 4 


1 u 1 e x 

= — are sec — + c = —are sec — h c 
4 4 4 4 


94.- J (e 2s -l)(e 2s + l)ds 
Solución. - 

J(e 2s -l)(e 2s + l)ds = J[(e 2s ) 2 -l]ds = Je 4s ds - Jds = ^-e 4s + s + c 

95- j 

S 

I 


dx 


5x“ + 8x + 5 

Solución. - 

dx r 


dx 


V- 


dx 


5x 2 +8x + 5 j 5(x 2 + ^x + 1) 5 J x 2 +^x+l 


(*) , completando cuadrados: 


2 q/ . , 2 8 16 16 

x^ + % x + l = (x +-x + — ) + l = 

5 25 25 


5 

w=ll 


dx 


1 1 


4A 2 + 9/ = 
725 


x + Tr- i 


4A 2 + (3A 2 


<* + /A + # ! ¿ A 


c¡ i 5x + 4 

arcrg — -V^ + e = -arcrg + c 

3/ 3 y 3 


x 3 +l 


r X + 
J v — 


dx 


x -x 

Solución. - 

x 3 +l 

73V 


[ * +1 d x = [ 1+ X + 1 dx = f dx + í X + 1 dx =x + í 

J Y J — Y J X — X I ^ J — Y J 


X + 1 

x 3 ^ 


= x + 


1 


I- 


{j^/)dx 


= x + 


:(¿í^Af)(x-l) ^ x(x-l) 


í- 


dx 


• (x + l)dx 

r Adx r Bdx , 

x+l +1 -(*) 

J X J x — 1 


A B 

■ = — + - 


x(x-l) X x — 1 


•1= A(x-1) + Bx 
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í x = O => 1 = -A => A = -1 
De donde: < 

[x = l=>l = B=>B = l 

(*) = x- J — + |— — = x- tr)\x\ + lrj\x-^ + c = x + lr¡ 

?C X 1 

97- J( ares e n Vl-x 2 )°dx 

Solución. - 

| (ares e n Vl-x 2 ) 0 dx = J dx = x + c 

98- f 

J i +4y 

Solución. -Sea: y l/l =t^> y = t 2 ,dy = 2tdt 


x — 1 


+ C 


f^==3Í-ár==3Í— = 6 [ 
J l+W J l +% /y J l+t 1 


tdt 

1+t 


= 6 1 - 


1 + t 


dt = 6j df - 6 J 


dt 
1 + t 


= 6t-6£g\l+t\ + c = 6jy-6£g l+^yj + c = 6^y[y -£rj Í+Jy J + c 
99.- J x(l + x)^dx 

Solución. -Sea: u = 1+ x => x = u -1, du = dx 


J x(l+ x)^dx = J (u -1 )u^du = | -u^)du = J u^du - ju' s du 

(1+ x)'' 5 + c 


U ^ U b/i 

w~v +c 

/5 /5 


r 5u 2 Su A 


VH 6 y 


+c = 


^5(1+ x ) 2 5(1+ x)^ 


11 


100 - 1 - 


dip 


a 2 sen 2 <£> + fc > 2 eos 2 97 
Solución. -Sea: u = rgcp, du = sec 2 cpdcp 


f _ 1 

C sen 4 <£>d<£> 1 

f sen 1 cpdcp (■ 

’ a 2 sen 2 <p + b 2 eos 2 <p * 

i 1 , , 

2 (0 + b ) 

eos (p 

' ( a 2 Tg 2 <p + b 2 ) “J 


du 


,2, .2 


1 r du 11 


1 


au 


1 


a 2 ^u 2 + (Vy o 2 V/ 

/ o / // 


are rg -¡-y + c = — are rg — + c = — are rg 


f argep^ 


ab 


ab 


lOi-J- 


tdt 


(2f + 1)^ 

Solución. - 


Sea: 


u = t 
du = dt 


dv = 


dt 


V2í+1 

v = V2í + 1 


+ c 
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tdt 


,, — t\¡2t +1 — í y¡2 í + 1 dt — t^2t + 1 —t— r— 7- h C — t\¡2t + 1 ■ 

(2t+lf J / ^ 

= yj2t + l t 2t+1 


( 2 t+iy 


■ + c 


A V 2 Í + 1 , , 

+ c = — — (f-l) + c 


y 


102- j 


s£rj\s\ds 


a-s 2 f 

Solución. - 

u =lrj\s\ 

^ ea - ds 

du = — 
s 


dv = 


sds 


(1 -s ¿ y ¿ , además: s=senO,ds = cos0, yjl^s 2 = eos 9 
v = -(l -S 2 ) K 

j s^|s|ds = _ Vl _ s2<??y | s | + jAj- ds = _ > / 1 - s 2 <?>y | s | + J' 

(1 — s ) c 

= -Vl-S 2 ^^|s| + J 


• cosdcosddd 
sent? 


(1-sen 2 60d6> 


: — Jl-s 2 £ 77 Isl 4- icos ecOdO- [sentid# 
señé 1 1 1 J J 

-\Jl-s 2 l r¡ |s| + tr¡ |cos ecd - co rg9\ + eos 0 + c 


-yjl-s 2 1 r¡ |s| + tr¡ 


1-^ 


+ 




s +c 


103.-j(2cosasena-sena)da 

Solución. - 

| (2cosasena -sen2a)da = j (s^ji2a----s^Tf2a) da = Joda = c 
104 .-\t 4 ltj 2 tdt 


u =lr¡ 2 t 

Sea: dt 

du = 2irjt y 


dv = t 4 dt 

t 5 
v = — 

5 


Jt 4 ^ 2 tdt = — Ó77 2 í — — Jí 4 ó ? 7ídí(*) , trabajando por partes nuevamente: 

dv = t 4 dt 
t 5 


5 

u = Irjt 


Sea: dt 

du = — 
í 

t 5 2 

(*) = — ír¡ 2 t — 
5 5 


v = ■ 


2*5 


V 


1 ^ 

ir¡t — J t 4 dt 

5 y 


A í 5 n 2 2í 5 2 t 5 

= —lrrt 2 ni + + c 

5 25 25 5 


í 5 ,2 2í 2í 

= —£nt £ nt H + c 

5 25 125 

105.-Ju 2 (l + v) U dx 
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Solución.- 

Ju 2 (l + v) n dx = u 2 (l + v) n J dx = u 2 (l + v) n x + c 
106 . r {(p + sen3(p)d(p 
•* 3<p 2 -2cos3<p 


Solución. -Sea: u = 3 (p 2 -2cos3 (p, du = 6{cp + sen3(p)d(p 
r {cp + sen3(p)d(p 


3 cp 1 -2 eos 3 (p 
(Y +l)dy 




+ c 


107-J 


yHy+ 1 ) 

Solución. -Sea: y y =t ■ 


y = t 2 ,dy = 2tdt 


I 


(y y +l)dy _ r (t + 1)2/ dt r (f + l)df 


i 


2 Í 


rJ^_ + r. 

J (t 2 +-n J i 


y x (y+ 1 ) J /(t 2 + 1 ) J (í 2 +i) J (í 2 +i) J (í 2 +i) 


dt 


t 2 +1 + 2 are rgt + c 


= £tj \y + 1| + 2 are rg/y + c 


lo®- J 


ds 


s 3 (s 2 -4) 


Yí 


Solución. -Sea: s = 2sec 0,ds = Is&cdrgddd 


f ds ¡i^T^édd l f d6 l f 1 fn , 

7^= t -r = - — t = I eos étá<9 = — (l+cos2<9)d<9 

J s 3 (s 2 -4)^ J 8secY/^ 8 J sec 2 9 8 J 16 J 


= — 9 + — $>ex\29 + c = — 
16 32 16 


9 + 


sen 260 


1 


+ c = — (0 + s e n 0 eos 9) + c 
) 16 


1 

16 


í 


are sec y„ + - 


2 ^ 


s 2 -4 


+ c 


109.-JVü(l + u 2 fdu 
Solución. - 

J Vü(l + u 2 ) 2 du = jy/u(l+2u 2 +u 4 )du = J u y du + 2j u y du + j u y du 




u /¿ „ u /¿ 2 u /2 4 u /2 2 u y 2 uyfü 4 u 3 /ü 2 u 5 /ü 

— + 2 — + -— + c = + + + c = + + + c 

3 / 7 / 11 / 3 - 11 3 7 11 




f 2u 4 u 3 2 lY 


- H h - 

V 3 7 11 y 


+ c 


(x 3 + x 2 )dx 
x 2 + x-2 

Solución. - 

•( x 3 + x 2 )dx 


no-i 

S 

I 


x“ + x - 2 


= X + - 


2x 


x 2 +x-2 


dx = | xdx + 1 


2 xdx _ x 2 
(x + 2)(x-1)'Y + - 


2 xdx 


(x + 2)(x-l) 
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4 + J 


2 xdx 


x~ r Adx r Bdx , „ 

t + — r w 

2 J x+2 J x-1 


(x + 2)(x-l) 


2x 


A B 
- + - 


(x + 2)(x-l) x + 2 x-1 

x = l=>2 = 3B=>B=2, 


x + 2 

2x = A(x - 1) + B(x + 2) 


De donde: 


x = -2 => -4 = -3A => A = ^2 
dx 2 r dx x 


. , x 4rax zr ox x ^ . | ^ z „ 

(*) = 1 — I h— = h-ln x + 2 + —£n x-1 +c 

9 V 4 - 9 9J V _1 9 9 1 9 


x 2 2 

— 1 

2 3 


+ c 


^77 |(x + 2) 2 (x — 1 )| 

111- J adb 

Solución. - 

J adb = aj db = ab + c 

112 .. i , dx 

J a/x 2 -2x-8 

Solución. - 

Completando cuadrados se tiene: x 2 -2x-8 = (x 2 -2x + l)-9 = (x-l ) 2 -3 2 
Sea: x - 1 = 3 sec 0, dx = 3sec OrgOd 0, yj(x-l ) 2 -3 2 = 3r gd , luego: 


I 


dx 


1- 


dx 


Vx 2 -2x-8 J 7(x- l) 2 -3 2 

= £r¡ 


c/sec QrgédO r . . 

J = J sec = £ g |sec 6 + rgO | 


+ c 


x-1 Vx 2 - 2x-8 
+ — 


113, J 


3 3 

(x + l)dx 


+ c 


\¡2x-x 2 

Solución. - 

Completando cuadrados se tiene: 

2x-x 2 = -(x 2 -2x) = -(x 2 -2x + l-l) = -(x 2 - 2x + l) + l = l-(x 2 -1) 

Sea: x-l = sen#, dx = cosddd,yJl-(x-l) 2 = eos# , luego: 

dx 


r (x + l)dx 1 i 

f(2-2x)-4^_ 1, 

f* 2 - 2 ^ . if 

•W2x-x 2 2J 

1 V 2 X-X 2 2 J 

V 2 X-X 2 •* 


y¡2x-. 


= -^2x-x 2 +2\ . _ _ =-\¡2x-x 2 +2Í— j==^= 
J V2x-x 2 J ^/l-(x- 


l) 2 


= -V 2x-x 2 + 2 í _ _ y j2x~x 2 +2 9 + c = -\¡2x-x 2 + 2 ares e n(x - 1) + c 

114.- J f(x)f(x)dx 
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Solución.- Sea: u = f(x),du = f\x)dx 
J f (x) f'(x)dx = judu = ^— + c = 


+ c 


115.-J 


x +7x“ -5x + 5 


x + 2x-3 


dx 


Solución. - 

x 3 + 7x 2 -5x + 5 


I 


J xdx + 5 J dx + J 


dx = x + 5 + 


20-12x 


X = 


J xdx + 5 j dx + 1 


(20-12x)dx 
x 2 + 2x-3 


(20-12x)dx x 2 


_ r Adx r d 

+ 5x + + (*) 

J Y + l J V-1 


B 


De donde: 


(x + 3)(x-l) 2 

20-12x = A(x-l) + B(x + 3) 

^x = l=>8 = 4B=>B = 2 
x = -3 => 56 = -4A => A = -14 
x' _ , ,r dx „ r dx x 2 

2 J x + 3 

f.ij\l+x+x : 


x + 3 J x-1 


(*) = ^- + 5x-14j + 2^-^— = -^- + 5x + 141?; |x + 3| + 2ir¡ |x-l| + c 


'dx 


116- J e 

Solución.- 

ii 2 3 

Í lij 1 +x+x 2 f 7 X" X 

e 1 'dx = J (1+ x + x )dx = x + — + — + c 

ii?.- f 

J x/x 2 -4x + 3 

Solución. - 

Completando cuadrados se tiene: x 2 - 4x + 3 = x 2 - 4x + 4-l = (x-2) 2 -1 
Sea: x-2 = sec 0,dx = secdrgddd,^(x-2) 2 -1 = rgí? , luego: 


I 


(x-l)dx 1 r (2x-4) + 2 


J 




1 f (2x-4)dx 


x/x 2 -4x + 3 2 J Vx 2 -4x + 3 2 J Vx 2 -4x + 3 J x/x 2 - 4x + 3 


i 


dx 


= x/x 2 -4x + 3 + J 


dx 


- = x/x 2 -4x + 3 + J- 


dx 


\ -T/V I ^ I I / 

x 2 -4x + 3 j ^/(x-2) 2 -1 


/— -secí? TjaédO i—, f 

= Vx“ - 4x + 3+ í 7 = Vx“ - 4x + 3+ fsecétáí? 

J ^ J 

= x/x 2 -4x + 3 + ítj |sec 6 + rgí?| + c 
= x/x 2 -4x + 3 + 1 rj x-2 + a/x 2 -4x + 3 +c 
„ „ _ r xdx 

118 .- í . 

J x/x 2 +4x + 5 

Solución. - 


236 



Completando cuadrados se tiene: x 2 + 4x + 5 = x 2 + 4x + 4 + l = (x + 2) 2 +1 
Sea: x + 2 = rgd,dx = sec 2 6d6, ^(x+2) 2 +1 = secO , luego: 

{rgd- 2) sec 2 ddd 


I 


xdx 


Vx 2 + 4 x + 5 J a /(x + 2) 2 +1 


í- 


xdx 


r 




: J rgdsec ddd- 2j sec 6^0 


= sec 6 > - 2 Í 77 |sec 6 > + rg^l + c = a/x 2 + 4x + 5 - 2(??7 Vx 2 + 4 x + 5 + x + 2 

119.-J 4dx 


+ c 


x 3 + 4 x 

Solución. - 

4 dx r( 3 x 2 + 4 )- 3 x 2 


r ¿4 üx r | 

x 3 + 4 x 

,3 


X 


H“í 


x + 4 x 
3 r 2 xdx 


dx = J 


( 3 x 2 + 4 )dx 
x 3 + 4 x 


- 3 Í 


x 2 dx 
x 3 + 4 x 


2 J x +4 


■ = ír¡\x 


3 

+ 4 x — in x 2 + 4 +c 

i 


= tr¡ 


x(x 2 + 4 ) 


(x + 4 ) 
co rgxdx 


+ c = ír¡ 


\Jx 2 +4 


+ c 


120 f 

J Hg\senx\ 

Solución.- Sea :u = f^|senx|, du = co rgxdx 
j corgxdx jdu = ^| u | + c = ^|^| 

J £77 sen x J u 1 

121.- J íg exp Vx-ldx 

Solución. - 


senx M-c 


| ti] exp Vx-ldx = V* - ldx : 


(x-!)^ _ 2 (x-l)^/(x--l) 


- + c = 


+ c 




-dx 


122-1 

Solución.- Sea: -Jl+x 3 = t => í 2 = 1+ x 3 => x = ^/í 2 -1, dx = ■ 


2 tdt 


3 (f — 1 ) 


2 ídí 


r^*.fjS!z^..£r"L.£rr 1+ ^_> t .lr (lt+ lfj!L 

J x J (t -1)^ 3 J í 2 -1 3 J l í 2 -1 / 3 J 3 J í 2 -1 


2 1 n 

= — t + —£n 

3 3 


(t -1) 

- — - +c = — Vl+x 3 + — Hg 
í + 1 3 3 


Vl+x 3 -1 


Vl+X 3 +1 


+ c 


123.- 


x-1 1 

X + 1 X 


dx 
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Solución.- Sea: . 


- — dx = í 

X+l X J 


X — 1 2 X • — 1 

= f =>f = : 

X+l X+l 


.. 2 n 2 1+í 2 , 4ídí 

x(l-t ) = t =>x = r ,dx = — 

1 -í 2 ( 1 -í 2 ) 2 


(l+í)(l-í)(l+í ¿ ) 
+ 2 


(1-t 2 ) 4fdf _ r í^<jdí 

(1 + í 2 ) (1-í 2 ) 2 ~ J (l + í 2 )(l-í 2 f J 

r Adt r Bdt rCt + D 

^ = 4 + + -di (*) 

j-t-\ J 1+í J 1-í J 1 + f 


í 2 dí 

(l + í 2 )(l-í 2 ) 


r A B Cí + D 

(1 + í)(l - í)(l + í 2 ) _ 1 + í 1-í 1 + í 2 

=> t 2 = A(1 ■ - í)(l + í 2 ) + B(1 + í )(1 + í 2 ) + (Cí + D)( 1 - í 2 ) 

fí=l=>l = 4B=>B = V A 


De donde: 


< í = -l=>l = 4A=> A= 
í = 0=>0 = A+B + D=>D = — ^ 
í = 2 => 4 = -5A+15B + (2 C + D)(-3) => C = 0 



r * + 1 1 

f di 1| 

r dí ' 

1- 1 

r dt 1 

r dí 2I 

r dí 

1 4 J 

'i+í 4 J 

' 1-í 2 J 

'l+í 2 J 

rJ 

' í+í J 

1 f _i J 

' 1 + f 2 


= f^|í + l |- ^77 |í — 1 | — 2 are rgt + c = £rj — - - 2 are rgí + c 

I /x + l J 


124.-J 


, x = 2 are rg 

fx + 1 „ 

1 

x — 1 

sen xdx 

1 + senx + cosx 



+ c = £rj 


Vx- 1 + Vx +1 

-s/x- 1 - Vx + 1 


-2 are rg 



2z 1 — z 2 x 2dz 

Solución Sea: s e n x = eos x = z = rq—,dx = 

1 +z 2 1 +z 2 2 1 +z 2 


sen xdx 
1 + senx + cosx 


1+Z JU+Z y 
( 2 z V 1-z 2 


1 + z Jl 1+z 


1+z 2 +2z + l-z 2 


r 4zdz r 2zdz r Adz r Bz + C 

J (l + z 2 )(2 + 2z) (l+z)(l+z 2 ) l+z + J 1 + z 2 

2z A Bz + C 

(1+z )(1 + z 2 ) 1+z 1+z 2 

z = -1 => -2 = 2A => A = -1 
De donde: <z = 0=>0 = A+C=>C = l 

z =1=> 2 = 2A+2B + 2C => B =1 


í^+í 
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. . r dz r Z +1 . , 1 r zzaz r 

W = -|777 + lTT^ dz = -^l 1+z l + 7lT?7T + l 


z +1 
1+ z J 1+ z 


1 r 2zdz 


dz 


■ (? /7 |l + z | + — lr¡\z 2 + 1| + are rgz + c = ir¡ 


2 J z +1 J z"+1 
x/z 2 + 1 


z + 1 


+ are rgz + c 


= £rj 

125-J 


r 9 2 % +1 


rg^/+l 

dx 

3 + 2 eos x 


+ are rgz + c 


2 z 1 — z x 2 c/z 

Solución.- Sea:senx = -,cosx = -,z = rq—,dx = - 

1+z 2 1+z 2 2 1+z 2 


dx 


2z 

1 + z 2 


3 + 2cosx 

“J 

3 + 2 

í 1_Z 


v l+ z 


2x/5 

f x/5 

2|. 


2 A 


dz = J 


2 dz 


3 + 3z 2 + 2-2z 2 


2 Í 


dz 


5 + z 2 


— ¡=arcrg— p 

Vs y VÉ 


are rg 
xdx 


rg 

5 2 


+ c 


5 

126 .- f / 

J x/x 2 -2x + 5 

Solución. - 

Completando cuadrados se tiene: x 2 -2x + 5 = x 2 -2x + l+4 = (x-1) 2 + 2 2 
Sea: x-l= 2 rg0,dx = 2sec 2 0dd,^¡(x- 1) 2 + 2 2 = 2sec6 > Juego: 


I- 


xdx 


1 r (2x — 2 + 2)dx 1 f (2x-2)dx 


;í 


x/x 2 -2x + 5 2 j Vx 2 - 2x + 5 2 j Vx 2 -2x + 5 J x/x 2 -2x + 5 


í- 


■ + 


í- 


dx 


= x/x 2 -2x + 5 + f , = = x/x 2 -2x + 5 + f . 

J x/x 2 -2x + 5 J V(x-1) 2 + 2 2 

= \Jx 2 - 2x + 5 + ! ^ sec ^ = x/x 2 -2x + 5 + f secddd 

J J 

= x/x 2 -2x + 5 + £ r¡ |sec 0 + rg6>| + c 
127 _ r (l + senx)dx 
senx(2 + cosx) 

2z 1 — z 2 x 2 c/z 

Solución.- Sea: sen x = -,cosx = -.z = rq—,dx = 

1+z 2 1+z 2 2 1+z 2 


dx 


+ c 
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(l + senx)dx 


2z ^ % 


1+z 2 JpKz^ 


senx(2 + cosx) ■* /z f ^ , 1-z 2 

3- 2. i ~ 


dz = ¡ 


(1+z 2 + 2z)dz 
2z(1+z 2 ) + z(1-z 2 ) 


(z 2 + 3) 


&(*)} 


1 + z 2 J 

r(z 2 +2z + l)dz r (z 2 + 2z +l)dz rAdz r Bz + C 

z 3 +3z ■* z(z 2 +3) ■* z ^(z 2 +3) 

(z +2z + l) A Bz + C 2 -i . , 2 /ti 

= — l z +2z + l= A(z +3) + (Bz + C)z 

z(z“+3) z (z^+3) 

=> Az 2 + 3A+ Bz 2 + Cz => (A+ B)z 2 + Cz + 3A , igualando coeficientes se tiene: 
' A +B = l' 

C = 2 => A = ^/,B = 2^,C = 2 


z 2 + 2z + 1= A(z 2 +3) + (Bz + C)z 


1 r dz f/3 z + 2 

«^ÍT + l7+T+ 


1 r dz Ir 2zdz 


r az ir 

ÍW 


3 J z J (z 2 +3) 3 J z 3 J (z +3) J (z 2 +3) 

-Lt, x/I , ^ y/ . ol , ^ /2 1 . „ 


= -íti\tq x L +-lW9 % + 3 +^arcrg 


128- j 


x 4 + 4 


Solución.- Sea: X 4 + 4 = x 4 + 4x 2 + 4 - 4x 2 = (x 2 + 2) 2 - (2x) 2 = (x 2 + 2x + 2)(x 2 - 2x + 2) 
r dx r dx r (Ax + B)dx r (Cx + D)dx 

j x 4 + 4~J (x 2 + 2x + 2)(x 2 -2x + 2) (x 2 + 2x + 2) + J (x 2 -2x + 2)^ 

1 _ (Ax + B) (Cx + D) 

(x 4 + 4) _ (x 2 + 2x + 2) (x 2 -2x + 2) 

1 = (Ax + B)(x 2 - 2x + 2) + (Cx + D)(x 2 + 2x + 2) 

1 = (A + C)x 3 + (-2 A+ B + 2C + D)x 2 + (2A- 2B + 2C + 2 D)x + (2B + 2D) 

Igualando coeficientes se tiene: 

(A + C = 0 ^ 


-2 A +B + 2C+ D = 0 
2A-2B + 2C + 2D = 0 
2 B +2D = 1, 


a _ 1/ r _ 1/ _ 1/ n _ 1/ 

A /8 ,tí /4 ,ü /8 ,U 7 A 


w=-f 


1 r (x + 2)dx 1 r (x-2 )dx 


_£ f_ólZ 
fi j tv 2 


8 J (x +2x + 2) 8 J (x - 2x + 2) 


1 r (x + l)dx Ir dx Ir (x-l)dx Ir dx 
8-> (x + 1) 2 +1 + 8J (x + 1) 2 +1 8 (x-1) 2 +l + 8^ (x-l) 2 +l 


_£ f SAI 

8 * ( y — 


í — 

J ( Y — 1 


= — ír¡ x 2 + 2x + 2 + -arcrg(x + l) irj x 2 -2x + 2 + -arcrg(x-l) + c 
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x 2 + 2x + 2 
x 2 -2x + 2 


l 

+ -[arcrg(x + l) + arcrg(x-l)] + c 
8 
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